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ELDER 7 2 只 猴子。 

每 天 早晨 ,他 给 每 只 猴子 4 个 栗子 吃 , 它 们 十 分 高 兴 
地 吃 了 。 到 了 晚上 ,再 给 它们 3 个 ,猴子 就 大 吵 大 亲 起 
来 。 它 们 想 不 通 :为 什么 晚上 比 早 晨 少 了 一 个 呢 ? 


ЫР J Yn 
ШАТЫРАТА, 


这 位 爱 动物 的 少年 ,当然 希望 猴子 愉快 一 点 ,不 要 天 

天 吵闹 。 可 他 又 没有 更 多 的 栗子 。 于 是 , 改 为 早上 给 3 
个 ,晚上 给 4 个 。 

ЕЕ, RTE Jo ПАЙ БКИ, | 

` 早晨 吃 到 了 更 多 的 栗子 。 у 


3+4=4+ 3。 猴 子 到 底 是 猴子 。 它 不 懂得 交换 律 ,所 | 
以 早 3 晚 4 和 早 4 晚 3, 收 到 了 不 同 的 效果 。 = 


学 数字 


算术 器 还 有 结合 律 、 ЗАЯ, ВИВА У, 
往往 认为 那 是 理所当然 的 事 , 并 不 竞 得 " 律 " 有 什么 宝贵 ， 
就 像 不 党 得 空气 的 宝贵 一 样 。 


想 一 想 ,要 是 这 些 律 不 成 立 ,做 起 题 来 该 多 麻烦 。 你 
得 按 次 序 算 , 许 多 简便 的 方法 也 疫 有 了 了。 比如: 
4x73x25=73x (4x25)=7300 
23 x 68 + 32 x 23 = 23(68 + 32) = 2300 
些 简便 的 方法 ,就 是 用 交换 律 、 结 ВЕЛЕЖ 


| 
不 过 ,也 不 是 什么 运算 都 能 交换 、 结 合 和 分 配 的 。 初 
| 学 代数 的 时 候 ,我 常 在 作业 本 上 写 

(a + b)” = а + 0; Va +b = Уа +b‏ کک 
2x +1 x +1]‏ 
2 4 
о а. ЕА Е ИЕ‏ 
道 了 什么 运算 可 以 用 什么 律 ,，"x " 子 才 少 起 来 。‏ | 
为 什么 不 同 的 运算 有 不 同 的 律 呢 ? 要 是 所 有 运算 用‏ 2 


E a ЛИ и 


(За)? = За>. 


Ш Би 
5 ита 
=" КАЧА АА АА 


Зи 07Р 


ЖА, а 51810? 
BREF, Ня ЕЖ е8. 587%, KB 
自己 的 特点 和 规律 。 


交换 和 条 件 


办 术 蛙 的 交换 律 ,在 日 常生 活 中 一 样 有 用 。 不 过 ,你 
也 一 样 不 能 乱用 。 

猴子 用 案子 的 故事 ,当然 是 人 编 出 来 的 ,并 非 确 有 其 
事 。 可 是 , 忠 猪 的 饲养 员 知 道 :给 猪 开饭 的 时 候 , 要 先 中 
粗饲料 ,后 加 精 饲 料 , 让 它 越 吃 越 香 , 才 能 吃 得 饱 , 睡 得 
好 ,长 得 快 。 交 换 律 在 这 里 不 成 立 。 


还 有 一 些 事 ,它们 的 顺序 是 根本 不 能 交换 的 。 先 穿‏ ا 
袜子 ,后 穿 圣 ,很 对 。 反 过 来 , 先 穿 蒜 , 后 穿 袜子 ,还 像 什‏ | 
ETE? FENER ELEK, BEF, AN, KX‏ | 
也 有 这 样 的 情况 :两 件 事 交换 之 后 ,照样 讲 得 通 ,只‏ —_ 
是 令 意 不 3 т | |‏ 


交换 和 条件 


这 小 宁 吃 东西 的 时 候 还 在 看 书 ”, 马上 给 人 一 个 印 
象 :小 宁 大 过 学 习 了 。 你 看 , 吧 东 本 的 时 候 还 在 看 书 。 要 
ERIE, IE Г E Ro 

交换 一 下 , 优 小 宁 看 书 的 时 候 还 在 吃 乐 西 ,这 就 会 
使 人 觉得 他 侯 嘴 ,看 书 的 时 候 还 在 吃 零 食 。 


育 老师 喊 的 口令 ,有 的 时 候 是 可 以 交换 的 ,有 的 时 | 

伐 又 不 可 以 随便 交换 。 
要 是 把 "向 前 5 步 走 " 和 "向 前 3 步 走 "交换 一 下 ;结果 | 

要 是 把 “向 前 5 步 走 "和" 问 后 转 ” 交换 一 下 , 那 就 个 зы 
后 了 。 先 向 后 转 ,再 同 前 5 rE, Җа 9, 02 FUE IE 
好 相差 10 步 。 т 
所 以 ,做 事 、 说 话 和 做 题 一 样 ,得 讲究 顺序 ,不 能 随便 | 


算术 里 的 别 的 律 , 也 有 类 似 的 情况 。 Û 


БТ ГЫ 
* М ИРИ 


范 你 学 数字 


HA KIRA, В 5. 3. RHE. КЕ П ЧЁ 
еру ВВА, ИЕ ЖЖАП Н, Зе Е — RE RAR, 把 水 和 
BB DEREK E БА, ХБ АЕ? 


口令 的 计算 


口令 的 计算 


к е 

要 是 我 们 把 两 个 口令 连续 执行 的 结果 ,叫做 这 两 个 
口令 相 加 所 得 介 那么 ,任何 两 个 口令 就 可 以 相 加 
То 相 加 之 后 ,可 能 得 到 一 个 新 口令 ,也 可 能 得 到 一 个 老 
口令 。 

这 "新" 和“ 老 "是 什么 意思 呢 ? 

їка. 

5] Zr ## + 向 后 转 = Af 

向 前 1 步 走 + BY 3 РЕ = 158) 4 7E 
前 | 一 个 老 口 令 ; 而 后 一 个 
Өш 名 前 4 УЖЕ, EET HHT, FE A 
上 的 口令 ,是 不 兴 叫 4 步 或 者 6 步 走 的 ,因为 最 后 的 一 步 — 

不 许 落 在 左 脚 上 。 2 
不 过 ,我 们 可 以 把 思想 解放 一 下 : 走 4 步 就 走 4 步 ,又 

有 什么 不 可 以 的 呢 ? 好 在 我 们 这 里 说 的 是 数学 ,人 允许 推 
广 ,也 人 允许 产生 新 的 数 。 

在 算术 里 ,只 要 有 了 1,1+1=2,1+2=3.…… 所 有 的 


Б ТА ни, ГИ 
а لآ سے"‎ 
e Е r. al 


正 整 数 就 都 出 来 了。 
在 口令 的 算术 里 ,要 产生 出 多 种 多 样 的 口令 ,只 有 一 。 | | 
个 口令 可 不 够 了 。 о 


„ы ж лы ш а ч 


帮 你 字数 字 


要 是 只 有 一 个 “向 前 1 步 走 ", 那 就 只 能 同 前 走 , 想 转 
一 个 本 都 人 不行 。 


走 1 步 都 不 行 。 

不 过 ,只 要 有 了 一 个 " 同 前 工 步 走 ” 和 一 个 " 回 左 转 ”， 
便 可 以 组 成 多 种 多 样 的 口令 了 。 不 信 ? 你 可 以 试 试 。 

算术 里 有 个 0, 任何 数 加 0, 等 于 本 数 。 

口令 里 也 可 以 有 个 0。 我 们 不 妨 把 立正 叫做 0。 
是 不 考虑 " 稍 息 "`“ 向 右 看 齐 " 之 类 的 二 ,任何 口令 加 上 立 
下 ,都 不 会 影响 执行 的 结果 。 

在 口令 中 ,也 可 以 有 相反 的 口令 。 这 好 比 代 数 里 的 
人 相反 数 。 

3 和 -3 互 为 相反 数 。 因 为 

3+) -3( =0 

句 左 转 的 “相反 数 是 同 石 苇 。 因 为 


HE 


回 左 转 + 回 石 转 = 立 正 =0 


别 着 急 。 因 为 

加 前 5 rE + (向 后 转 + 同 前 和 步 走 + 向 后 转 ) = 
所 以 向 前 5 步 走 的 相反 数 , 全 是 

向 后 转 + 向 前 5 步 走 + 向 后 转 
这 3 个 口令 连 在 一 起 ,效果 相当 于 后 退 5 步 。 

我 们 这 样 拒 许多 口令 放 在 一 Же, e 局 布下 
运算 的 系统 。 这 个 运算 ,就 是 
人行。 这 种 只 有 一 В: BF o 

Р FF AY 5 З ПЧ RF Р FF TE FO JL. KX. 0 
理 …… 关 系 密切 ,非常 有 用 ,非常 重要 。 它 是 19 世纪 的 
法 国 中 学 生 佩 罗 华 创立 的 。 


有 趣 的 变换 


同一 件 事 ,用 不 同 的 看 法 和 办 法 去 对 待 ,往往 有 不 同 
的 结果 或 者 收获 。 

我 们 分 别 用 0.1.2.3 来 代表 立正 、 向 左 转 、 向 后 转 和 
器 石 转 。 


о 向 左 转 + 向 后 转 = 向 右 转 


е 和 有 转 + 立正 = 向 有 斩 
表示 成 


这 都 是 况 街 通 的。 
可 是 ,把 两 个 口令 连 起 来 ,为 什么 非得 叫做 相 加 不 可 
Ye? 不 叫 相 加 ,偏偏 叫 相 乘 , 又 有 什么 不 可 以 呢 ? 
RIVER, 那 不 像 语 。 要 是 叫做 相 乘 ,那么 , 回 右 
转 x 立 正 = 向 右 转 , 岂 不 是 3x0=3。 这 和 0 的 性 质 不 是 
FA TB? 多 别扭 呀 。 
这 好 人 办。 名 字 是 我 们 取 的 。 我 科 不 会 把 立正 叫做 1 
四? 
对 了 。0 在 加 法 中 所 扮演 的 角色 ,和 1 在 乘法 里 所 扮 
演 的 角色 十 分 相像 。 任 何 数 加 0 不 变 , 乘 1 也 不 变 。 把 两 сй 
AF x 立正 = 问 右 转 я 
句 左 转 x 立正 = FEF 
向 后 转 x 立正 = 向 后 转 
下 好 ,任何 数 来 1 ,仍然 不 变 。 5 
那 另外 3 个 口令 取 什 么 数 作 名 字 才 恰 当 呢 ? з 
这 也 好 办 。 / 


5А х 5А = 立正 


ш 
这 样 
". [5] ZF # х ا‎ 器 后 转 
AF = 
5) = 同 后 器 左 转 


| ”我们 就 可 以 用 乘法 的 运算 规律 算出 ， 

ж чм 

Е! 2# = /-1 

Жж Ж 真是 妙 得 很 。 在 这 种 算术 里 , - 1 可 以 开平 方 了 。 
V -1 并 不 是 不 可 捉摸 的 “虚数 ”"。 它 的 含义 ,不 过 是 “向 

E 左 转 "罢了 。 

ES 许多 日 常生 活 里 的 事情 ,都 可 以 设法 转化 成 算术 问 

| 题 来 运算 处 理 。 用 考试 得 的 分 数 计算 学 习 成 绩 , 就 是 一 

个 例子 。 


钟表 和 星期 


在 钟表 的 算术 里 - 
7+3= 10 
7+б=1 

3 __ 7 .一 8 М 
BRERA из едж? үй уз. 


因为 钟表 的 12 点 就 是 0 点 ,所 以 ， 


6+6=12=0:7+6=1;3-7= 8, 


a 
e лб ТЕНЬ РАИ 


还 可 以 有 星期 的 算术 。 

在 这 种 算术 里 ,星期 一 到 星期 六 ,分 别 用 1 到 6 代表 ， 
星期 日 用 0 代表 。3+4=0 的 意思 ,是 星期 三 由 过 4 人 | 
是 星期 日 。 按 照 这 种 解释 ,当然 4+5=2 了 。 2 


13 


ша „ш зы” са тш Жш 
i 


A 


星期 四 再 过 5 天, 可 不 就 是 星期 二 了 。 
这 类 算术 ,除了 说 说 有 趣 之 外 ,在 数学 里 有 用 处 吗 ? 
有 。 用 处 还 不 小 。 
举 一 个 例子 。 要 判断 一 个 正 整 数 能 不 能 被 9 整除 ， 
有 一 个 简便 的 方法 :把 这 个 数 的 各 位 数字 相 加 用 9 Е, 2 
是 能 整除 , 原 数 也 能 整除 ;否则 , 原 数 也 不 能 整 际 。 
111302154 能 不 能 被 9 整除 ? 
[+1+1+3+0+2+1+5+4= 18 
因为 9 能 整除 18, 所 以 9 也 能 整除 1113021540 
这 里 面 的 道理 ,就 可 以 用 钟表 算术 、 星期 算术 来 说 
HH o 
随便 拿 一 个 自然 数 , 用 9 除 , 可 能 整除 ,也 可 能 不 行 。 
不 能 整除 的 了 时候, 可 能 余 1, 余 2, 直 到 余 8。 
所 有 的 自然 数 , 用 9 除 余 0, 叫 做 0 类 数 ,用 9 RR 1 
的 ,叫做 1 类 数 , 然 后 是 2 类 数 、3 类 数 , 一 直到 8 类 数 。 
这 样 , 就 把 所 有 的 数 分 成 了 9 类 .0,1,2,3,4,5,6,7， 
8, чай 9 为 标准 的 9 个 同 余 关 。 


钟表 和 星期 


8 类 数 + 5 类 数 =4 类 数 


7 З + 2 26 = 0 类 数 
也 就 是 : 


8+5=4 


至 于 类 之 间 的 乘法 , 便 有 


7+2=0 


很 像 通 党 的 算 No Dj ж, 


+ 


3 × 5 =6 
бхб=0 


这 种 思想 ,很 容易 解释 用 9 作 除 数 时 余数 的 速 


等 等 。 


o 
你 看 ) 划分 同 余 类 ,要 是 不 以 9 274 


可 题 。 请 你 斌 


准 , 而 以 12 为 标 


a 


准 , 便 得 到 星期 算术 。 


Fa 


以 7 为 相 


准 , 便 得 到 钟表 算术 
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MIKE РАВУ, BEME AG -#B. E 
ЗК ЕЛА, 活 像 一 个 小 妖精 。 


用 放大 镜 看 自己 的 皮肤 ,用 放 
放大 镜 从 太阳 交 里 取 火 ,都 有 趣 得 很 。 

那 时 候 , 放 大 镜 不 容易 找到 。 我 和 小 朋友 找到 了 一 
EEK В о: BOR FROZE LEKE FR У, REY 8,756 E 
了 清水 啦 , 都 可 以 当 放大 锐 玩 。 

有 一 次 ,我 们 正在 玩 , 老 师 走 过 来 问 道 : AMBRE 
作 么 东西 放 不 大 蛇 ? 
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ТЕЙ ХЕ К 


这 一 下 把 我 们 都 问 住 了。 放大 锐 还 能 用 不 大 东西 
4? 

等 到 老师 宣布 角 是 放 不 大 的 ,大 家 这 才 明 白 过 来 。 
你 看 ,果子 的 角 是 90°, 在 放大 镜 下 向 看 ,可 不 还 是 90° 

这 个 问题 你 可 能 早已 知 亿 了 。 16 ЕЕ. А 
知道 你 有 疫 有 想 过 :在 放大 镜 下 加 ,什么 未 西 能 够 放 得 特 
别 大 呢 ? | 

比如 这 是 一 个 3 倍 的 放大 镜 。 也 就 是 说,1 厘米 长 的 
线 ,在 适当 的 距离 用 这 个 放大 镜 看 ,就 像 有 3 厘米 那么 
长 。 它 能 把 什么 东西 放 每 比 3 58 ЛЕ? 


你 从 图 上 看 得 出 来 :在 3 倍 的 放大 镜 下 面 , 正 方形 和 
三 角形 , 尼 们 的 边 长 放大 为 原来 的 3 倍 , 和 面积 就 变 成 了 慰 
来 的 9 倍 。 

还 有 放 得 更 大 的 东西 吗 ? 有 。 你 看 立方 体 的 体积 ， 
这 时 是 原来 的 27 售 了 : 


一 般 来 说 ,在 天 倍 的 放大 镜 下 四 

角度 是 原来 的 1 倍 , 即 有 fF; 

长 度 是 原来 的 天 倍 , 即 天 倍 : 

面积 是 原来 的 ЁС 售 : 

体积 是 原来 的 倍 。 

所 以 ,我 们 可 以 把 角度 、 长度、 面积、 体积 ,分 列 叫 0 
次 量 、 一 次 量 、 二 次 量 、 三 次 量 。 

/ 这 就 是 1 尺 等 于 10 寸 ,1 平方 尺 等 于 100 平 万 本 ,而 

1 立方 尺 竟然 是 1000 立方 寸 的 道理 了 。 


ХЕЙ XH 


КЕ ê Э FIR 


食堂 里 有 时 卖 油 炸 馒头 。 
油 炸 馒头 比 普通 馒头 多 用 
了 油 , 所 以 要 多 收 钱 。1 两 一 个 
的 油 炸 馒头 多 收 2 分 钱 ,2 两 一 
个 的 油 炸 馒头 多 收 4 分 钱 。 这 
梓 的 定价 合理 吗 ? 
馒头 的 表面 积 越 大 ,用 油 越 
多 ,用 油 量 与 表面 积 成 正比 。 问 
题 是 2 两 一 个 的 大 馒头 , 表 回 积 
是 1 两 一 个 的 小 馒头 的 2 倍 吗 ? 
потона а 
的 形状 差不多 。 小 馒头 按 比 例 ， 
馒头 的 高 度 放 大 为 倍 ; а 
馒头 的 表面 积 放大 为 А (8, 
4 5 的 体 А9 ( М в Ê ) 放 大 为 ЕР 首 o ИЕ 
ПЖ, =2,@ 6-0), 880 = 4, 99041.60 
可 见 大 馒头 的 表面 积 , 不 是 小 馒头 的 2 倍 , 而 是 1.6 倍 不 到 
__ کم‎ А 
RAR 20479 7. о 
食堂 通常 采用 统一 平衡 盈亏 的 办 法 ,这 样 的 定价 不 | 


a рга 
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自 是 什么 缺 点 。 不 过 ;我 们 在 列 的 地 方 迪 到 这 类 问题 ,也 
许 就 需要 精打细算 了 。 

举 一 个 例子 。 这 是 一 只 铁皮 水 桶 , 它 的 容 水 量 丰 7 
干 克 。 现 在 ,假设 你 要 做 一 个 一 样 形状 的 大 棚 , 和 要求 大 根 
的 容 水 量 是 14 千克 ,应 当 准 备 多 少 料 呢 ? 

根据 前 面 的 计算 ,大 桶 的 铁皮 用 料 , 应当 是 小 桶 的 V4 

5 

桶 的 形状 和 馒头 不 一 样 ,为 什么 也 是 Y4 倍 呢 ? 

我 们 来 算 算 。 设 大 桶 桶 口 直 径 是 小 桶 的 上 倍 。 那 
Е 么 ,大 桶 的 侧面 积 和 底面 积 ,都 是 小 桶 的 倍 ;大 桶 的 容 
积 ,是 小 桶 的 F fo 


EE 10 = 02402 = 002-2 =4 
а 长 度 、 面 积 和 体积 的 这 种 关系 ,叫做 相似 比 原理 。 你 
| 可 以 用 它 来 计算 各 种 物体 的 体积 和 表面 积 ,也 可 以 用 它 
ا‎ 来 分 析 和 说 明 许 多 自然 现象 。 


有 的 地 方 多 雾 。 

雾 是 什么 ? 要 是 你 以 为 
ЗЕ КА, BORE Го Ж 
是 水 ,是 很 小 很 小 的 水 滴 , 是 
县 序 在 空气 中 的 水 泣 。 

雾 是 水 满 , 那 为 什么 蕊 
不 会 掉 下 来 呢 ? 难道 地 心 引 
力 ,对 它 不 起 作用 了 叹 ? 

EKIN To 

小 ,就 不 受 地 心 的 吸引 
力 了 么 ? NFI ТЕШ. 26 
上 做 过 著名 的 落体 实验 : 10 
磅 重 的 球 和 1 磅 重 的 球 ,不 
是 同时 落 了 地 哈 。 

5177 4138—40 (Е 
Bo Fi, i E HF Ê ¬ 
道理 :空气 对 运动 中 的 物体 有 阻力 。 当 物体 的 形状 和 速 
度 一 定时 ,阻力 和 物体 隐 表 辕 积 成 正比 。 

物体 越 小 ,表面 积 越 小 ,阻力 也 越 小 ,不 是 仍然 要 落 
ТА 

你 说 得 对 。 可 是 没有 说 周全 。 问 题 就 出 在 不 周全 


=" „та" шо шы, шаш 


ооз бала”, 
= 
a елын 
站 


ы." ттл ан М 


Mm, 


1 “ТЕ 
ы ЕА 
ee атм, 


A Тш: 


a E LA НЫНЫ НЫНЫ 


ы ы” шн" а" "=" ша „а "иш 


帮 你 字数 学 


你 想 , 小 水 泣 所 受到 的 地 心 引 力 , 是 与 它 的 质量 成 正 
比 的 ;而 质量 ,又 是 与 它 的 体积 成 正比 的 。 所 以 ,水 滴 受 
的 重力 ,与 它 的 体 松 成 正比 。 可 是 ,阻力 却 与 它 的 表面 积 
成 正比 。 


比如 ,水 滴 的 直径 缩小 成 为 原来 的 二 , 那 它 的 体积 便 


тту 1 оно шеге 
成 为 原来 的 -An 而 表面 积 是 -on。 这 就 是 说 ,当空 所 


小 水 滴 的 阻力 变 成 原来 的 -5 时 ,重力 却 只 有 原来 的 坟 


1000 
了 。 相 比 之 下 ,等 于 阻力 增 关 了 10 fo 
所 以 , 当 水 滴 小 到 一 定 的 程度 , 它 所 受到 的 阻力 , 便 
能 接近 它 所 受到 的 重力 ,使 目 己 悬 译 在 空中 ,长久 不 洛 。 
同样 的 道理 ,灰尘 能 在 空中 飞舞 不 落 ,金属 的 短 粒 也 
Bt EK 57 7л. 


Ф) 
„ИТ А 


AS HINA, EBE AM 5) ВУКУ Жадо C1] 
太 小 了 ,是 掉 不 下 来 的 。 要 是 用 飞机 在 云 中 噶 上 孙 些 化 
学 制品 ,能 帮助 小 水 滴 和 和 冰晶 互相 纺 合 起 来 , 越 变 越 大 。 
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大 的 大 象 , 它 的 腿 还 是 比 老鼠 的 腿 粗 


һы] бы 
Т 


玩具 厂 把 大 象 按 比例 缩小 , ЛАКАЛ © 
大 象 的 腿 粗 得 不 像 话 , 太 不 成 比例 


/ 
~ 
К 28 
= % х 0 
8 8 N | | 
н 
= 
89 


Ше? 


是 ,缩小 到 和 老 
得 多 。 


动物 的 大 小 


服 是 用 来 文 持 和 移动 身体 的 。 它 的 粗细 , 和 体重 大 
体 上 是 一 致 的 。 

要 是 把 老鼠 按 比例 放大 , 当 它 的 高 度 变 成 原来 的 100 
倍 , 四 条 腿 的 截面 只 是 原来 的 10000 f, 而 体积 却 是 原来 
ЧУ 1000000 А 了。 也 就 是 腿 的 单位 面积 ,要 支持 住 的 重量 
是 原来 的 100 倍 。 这 样 , 它 就 无 法 站 立 起 来 ,到 处 乱 窜 了 。 


ae к. КИЙ пр, ТЩ 


司 样 的 道理 ,要 是 象 更 大 , 它 的 腿 必 有 顷 更 快 地 变 狂 ， کک‎ 
直到 肚子 下 面 长 满 了 腿 。 四 条 腿 粗 到 挤 在 一 起 , 它 也 就 | 
所 以 ,陆地 上 最 大 的 动物 ,要 比 海里 最 大 的 动物 小 得 | 


Bi ы лт, тын 


АЕ FN 


和 多。 海里 的 监 鲸 有 170 吨 重 ,而 最 大 的 非洲 象 只 有 6 了 吨 ~ 
7 吨 。 因 为 鲸 在 水 里 ,水 可 以 负担 它 的 体重 。 

至 于 能 在 空中 飞 的 动物 ,更 不 可 能 有 很 大 的 体重 。 

密 蜂 的 她 膀 不 算 大 , 却 能 够 长 时 间 在 花丛 中 飞 来 飞 
去 。 要 是 按 比例 把 它 的 长 度 放 大 10 倍 , 它 的 体重 要 增长 
1000 倍 , 而 翅膀 的 面积 只 增长 100 倍 。 这 样 , 它 就 是 拼命 
扑 腾 翅膀 ,也 不 能 自由 飞翔 了 。 

刑 看 黑 膏 子 的 甲虫 笨 头 笨 脑 ,因为 它 小 ,居然 也 能 哈 
ЭА, бе 


ЖЕН, Ет SIRRA MEG, RHEE Sa FF 
虫 大 得 多 。 更 大 的 乌 , 翅 膀 占 全 身 的 比例 还 要 更 大 。 最 
大 的 习 马 ,是 非洲 的 柯 利 竟 ,两 收 展 开 朋 2.5 Ж, MAÊ 
不 过 十 几 干 克 。 相 比 之 下 ,小 小 的 身体 ,要 为 很 大 的 如 膀 
提供 营养 , 目 然 是 困难 的 。 所 以 ,飞鸟 就 不 可 能 很 大 了 。 

刚才 说 的 是 大 ,现在 反 过 来 说 小 

昆虫 可 以 很 小 。 有 一 种 叫做 仙 晶 的 小 息 虫 ,10 万 只 
还 不 到 5 克 重 。 

在 哺乳 动物 里 ,可 找 不 到 这 么 小 的 。 最 小 的 哺乳 动 
ВОВЕ E 27) 1.5 克 。 为 什么 不 能 时 小 一 些 呢 ? 因为 哺乳 
动物 是 热血 动物 , 它 必 须 保持 体 瘟 。 太 小 了 ,表面 积 相对 
地 大 ,体积 相对 地 小 。 这 样 , 太 小 的 热血 动物 ,为 ee 
自己 的 体温 , CRETE НОП ПС, , 10, 9.3 о KE 


21+ IYE? 

鸟 类 也 是 热血 动物 ,所 以 也 不 可 能 有 太 小 的 鸟 。 最 
小 的 蜂鸟 约 重 2 克 。 别 看 它 小 , 它 的 胃口 特别 好 ,得 不 个 
地 吃 。 对 比 之 下 ,作为 冷血 动物 的 鱼 , 可 以 很 小 。 最 小 的 
ЖЕЙ ГЕ в ,体重 四 五 毫克 ,400 RAPE, AKRE — Н 
乌 。 

你 看 ,数学 上 的 相似 比 原 理 , CEFF FIM, Е — 0) 
方 起 作用 |， 
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E с XK ТАЈ EF 


苹果 能 从 树 上 落 到 地 上 ,为 什么 茶杯 盖子 不 会 挥 到 
茶杯 里 去 呢 ? 

这 是 我 国 著名 数学 家 华罗庚 , 在 一 次 给 中 学 生 讲 ; 
中 提 到 的 问题 。 

你 也 许 马 上 就 会 回答 :这 有 什么 值得 一 提 的 呢 ? 2 
子 比 口 大 ,当然 挥 不 进去 fo 

确实 ,盖子 比 口 小 , 它 一 定 会 挥 进去 。 不 过 , 比 口 大 ， 
ERENT EEE 2 867 

有 一 种 长 方形 的 茶叶 盒 , 它 的 盖子 是 局 圆 形 的 , 比 口 
大 ,可 是 一 不 小 心 , 就 会 掉 到 盒子 里 去 。 这 种 余 叶 盒 , 现 
在 很 少见 到 了 。 常 见 的 正方 形 的 茶叶 盒 , 它 的 正方 形 的 
羡 子 ,也 会 掉 进 去 。 

可 见 一 一 大 ,并 不 是 掉 不 进去 的 可 靠 根 据 。 究 竟 挥 
不 掉 得 进去 ? 还 得 看 形状 , 作 一 点 具体 分 析 。 
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”看 起 夹 简单 


通常 ,盖子 和 口 的 形状 是 一 样 的 。 

圆 形 的 盖子 ,只 要 比 口 大 ,就 不 会 掉 进 去 。 

正方 形 的 盖子 , 比 口 大 ,就 挥 得 进去 。 因 为 正方 形 的 
对 角 线 , 比 它 的 边 长 得 多 ,可 以 把 盖子 坚 起 来 , 沿 对 角 线 
方 回来 放 。 

正三 角形 的 边 比较 长 ,高 比较 短 ,可 以 把 盖子 疝 着 边 
往 下 放 , 也 放 得 进去 。 

正六 边 形 也 应 当 是 放 得 进去 的 。 它 的 对 角 线 , 比 爽 
条 平行 边 之 间 的 距离 要 长 ,可 以 沿 对 角 线 的 方向 放 进 去 。 

正 五 边 形 也 可 以 放 进 去 。 因 为 它 的 对 角 线 ,也 比 它 
的 高 要 长 。 
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ЫНЫ АР, 


帮 有 你 学 数学 


你 可 以 证 明 : 任 意 的 正 多 边 形 盖 子 , 要 是 它 比 口内 大 
一 点 ,就 有 可 能 掉 进 去 。 对 于 正三 角形 和 和 正方形 来 说 ,这 
个 一 点 可 以 大 一 些 ; 对 于 边 数 很 多 的 正 多 边 形 来 枕 , 这 个 
一 点 必须 很 小 。 


йч, ДЕ 


任意 多 边 形 的 苗子 ,形状 干 变 万 化 ,好 像 比 正 多 边 形 
难说 清楚 ,其 实 也 好 仿 。 

我 们 可 以 把 这 些 盖 子 , 看 成 是 从 一 张 张 长 万 形 的 铁 
皮 上 剪 下 来 的 。 这 样 ,我 们 就 可 以 把 问题 ,转化 成 铁皮 至 


正方 形 的 盖子 ,铁皮 宽度 至 少 是 它 的 边 长 。 正 五 边 
形 和 正六 边 形 , 你 也 不 难 从 图 上 看 出 它们 的 宽度 。 对 于 
任意 三 角形 ,铁皮 的 宽度 至 少 是 它 的 最 小 的 高 。 

总 之 ,每 一 个 多 边 形 都 有 它 需要 的 铁皮 宽度 。 

现在 ,我 们 丢 开 铁 皮 , 设想 从 各 个 不 同 的 角度 ,用 两 
条 平行 直线 来 夹 着 任意 的 一 个 多 边 形 。 角 度 不 同 , 夹 着 
它 的 平行 线 之 间 的 距离 也 不 相同 。 当 我 们 从 某 个 角度 来 
夹 它 时 ,所 用 的 两 条 平行 线 之 间距 离 最 小 ,我 们 就 把 这 个 
最 小 距离 ,叫做 这 个 图 形 的 “宽度 "。 
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Жз Жы Же ы! саба ж „Же уз» 


跨度 和 直径 


TOMA К К — Е VRE, р 
的 盖子 会 出 现 什么 不 同 的 情况 呢 " 


Ж ЖДУ КА 


图 形 的 宽度 不 可 能 比 直径 大 。 

要 是 图 形 的 宽度 和 直径 相等 ,那么 ,不 论 从 什么 方向 
用 两 条 平行 线 来 夹 它 ,这 两 条 平行 线 之 间 的 距离 都 是 一 
样 的 。 这 样 的 图 形 , 叫做 常 宽度 图 形 。 

1. SERIE 9) — т ЯАМ, Е 

р БВА, АОВ АВ, 
| | | | оп, 不 难 证 明 , 任 意 多 边 形 都 不 是 
I 常 宽度 的 。 任 意 多 边 形 的 盖子 ,只 


с 要 它 是 薄 薄 的 ,而 且 只 比 口 大 一 扩 
2 点 ,就 都 可 能 掉 到 盒子 里 去 。 
2 你 也 许 会 认为 : 要 想 盖子 不 掉 
т 进去 ,只 有 用 圆 形 了 。 
йк. 别 忙 着 下 结论 。 三 角 拱 形 的 盖子 也 掉 不 进去 : 
i 三 角 拱 形 是 以 正三 角形 的 三 顶点 为 心 ,以 它 的 边 长 
Т ЕНЕС 
_ 请 你 想 一 想 ,为 什么 三 角 拱 形 是 常 宽 度 的 呢 ? 

常 宽度 的 图 形 , 有 许多 美妙 的 性 质 。 不 少 人 正在 研 


ы [ 除了 圆 和 三 角 拱 形 之 外 ,你 还 能 想 出 别 的 常 宽度 图 
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I ШЇП. ПШ ЛП NNU шр: Душе book. боа. 163. сой ll] _ _ _ 


思 Ж 题 

1. 我 们 研究 蔓 子 问题 的 思路 是 这 样 的 : 

提出 问题 (为 什么 茶杯 益 了 于 掉 不 进去 ); 

考察 一 些 比较 简单 的 情况 (三 角形 、 正 方形 ……); 

形成 一 般 的 概念 (宽度 和 直径 ) ; 

得 到 一 般 的 结果 ( 回 和 党 最 初 的 问题 ); 

进一步 手 出 问题 (第 铝 度 图 形 )。 

当 你 过 到 一 些 智力 六 戏 、 有 趣 的 习题 以 及 生活 中 的 数学 问题 ， 
是 不 是 也 可 以 按 这 个 思路 去 想 呢 ? 

2. 除了 三 角 拱 之 外 ,还 有 一 些 贡 宽度 图 形 。 例 如 , 正 五 角 拱 就 
是 常 宽度 图 形 。 它 的 作法 是 :分 别 以 正 五 角 星 的 顶点 为 心 ,再 以 对 
角 线 为 半径 画 弧 。 这 样 的 五 段 强 就 拼 成 了 一 个 正 五 角 拱 。 它 有 点 
像 圆 ,实际 上 不 是 圆 。 正 七 角 、 九 角 \ 十 一 和 角 拱 呢 ? 
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2 АППЛЕ NNNDNUD ПОПО їр L/ yufei book. blog. 163. com [ll _ _ 


有 一 个 正方 形 的 养 鱼 塘 , 四 个 角 各 有 一 棵 大 树 。 生‏ ا 
产 队 想 把 塘 扩大 ,使 它 成 为 一 个 面积 比 原来 大 一 倍 的 正‏ | 
方形 ,而 又 不 愿意 把 树 挖 挥 ，, 应 2 2 УЕ?‏ 

а 你 一 定 很 快 就 找到 了 答案 。 不 过 , 你 不 应 当 到 此 为 
| же. 

е 要 是 要 求 新 池塘 面积 比 原来 的 2 倍 更 大 一 点 呢 ? 
с 从 图 上 的 虚线 可 以 看 出 ,大 正方 形 大 出 来 的 部 分 比 
| ”小 正方 形 要 小 , 差 了 画 有 阴影 的 那么 一 块 。 这 就 是 说 ,大 


2 _ 正方 形 至 多 是 小 正方 形 的 2 倍 , 不 可 能 册 大 一 点 了 。 


2 pe 
应 当 如 何 设 村 呢 ? 
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unnnnn Annnnnnnnonanognga http: L/ yufei book. bl_oa. 163. com П. 


这 个 问题 的 关键 ,是 找到 4’、B'、C’、D’4 个 点 ,而 这 
4 个 点 的 找 法 是 类 似 的 ,只 要 找到 一 个 便 好 了 。 

比如 想 要 找到 4’ ,关键 是 定 出 x、y 的 长 度 。 这 可 以 
用 勾 股 定理 , 列 出 方程 来 解 。 

要 是 把 故事 里 的 池塘 改 成 正三 角形 ,三 个 角 上 各 有 
一 棵 树 ,不 许 把 树 挖 掉 , 要 把 池塘 扩大 成 里 大 的 正三 角形 
池塘 ,新 池塘 能 够 比 旧 池塘 大 多 少 红 ? 


/^, 


容易 想到 的 是 :新 池塘 可 以 比 旧 池塘 大 3 1, PKA IE 
池塘 的 4 售 。 


这 可 以 通过 计算 来 证 明 : 大 三 角形 的 面积 ,不 会 比 小 


三 角形 的 4 倍 颗 大。 
要 是 把 正方 形 池塘 扩大 成 三 角形 ,而 且 不 限制 三 角 
形 的 形状 ,这 个 三 角形 的 面积 能 有 多 大 吃 ? 


3/ 


rrr 


可 以 很 六 很 大 。 有 看 这 两 个 图 便 知 道 了 : 


4 
9 

左边 的 三 角形 , 底 大 于 а, 而 高 可 以 很 大 很 大 ; 右边 

的 三 角形 高 大 于 a ,而 底 可 以 很 长 很 长 。 所 以 ,它们 的 面 


积 可 以 很 大 很 大 。 
有 趣 的 是 :这 时 候 想 要 三 角形 池塘 面积 不 太 大 ,反倒 
办 不 到 了 О 


照 这 样 继续 想 下 去 ,最 浴 允 想到 的 问题 是 : 闻 塘 本 来 
ЖЕ п 边 形 的 ,每 个 角 上 各 有 一 标 树 ,不 计 把 树 挖 挥 ,把 
ا‎ ond п 边 形 闻 塘 ,那么 ,新 闻 塘 的 田 积 最 多 


你 看 看 ,我 们 从 一 个 简单 的 问题 出 安 , 明 过关 比 和 推 
广 ; 引 出 了 一 串 问 题 ! 在 数学 的 花园 里 , 常 弟 有 这 样 的 小 
(ШЕЕ Е АЖА, КЕ тА 2) 5 У) 9 5 
IM, AEE п љж +12, 


思 Ж 题 
1. 在 正方 形 内 放 一 个 正三 角形 ,这 个 正三 角形 的 面积 最 大 是 
多 少 ? 这 是 1978 年 全 国 中 学 生 数 学 竞赛 第 二 试 的 最 末 一 个 题 。 
2. 在 正方 形 内 任 取 59 个 点 ,求证 其 中 必 有 3 个 点 ,所 成 的 三 角 


形 的 面积 ,不 超过 正方 形 面积 的 8-。 


这 个 题 , 曾 在 20 世纪 60 FRB A LER TI FI PFE MF OE 
题 ; 后 来 ,中 国 科 技 大 学 又 用 它 作 过 少年 班 的 招生 测验 题 。 这 个 题 
E REA, HRRK PRE 

把 正方 形 等 分 成 4 个 小 正方 形 ,一 定 有 3 个 点 回 在 一 个 小 正 
方形 里 ;而 这 3 个 点 构成 的 三 角形 , 它 的 面积 不 会 超过 小 正方 形 的 


一 半 , 就 是 不 超过 原 正方 形 的 -5 。 


报考 少年 班 的 多 数 同 学 ,都 把 这 个 题 做 出 来 了 。 其 中 的 一 位 ， 
后 来 证 明了 :把 9 个 点 减少 到 8 个 点 和 7 个 点 ,也 可 以 得 到 同样 的 
结果 。 再 减少 到 6 个 点 呢 ? 他 没有 找到 管 案 。 实 际 上 ,6 个 点 也 
对 。 

要 是 再 问 “5 个 点 呢 ?” 管 案 是 “不 行 了 ”"。 这 就 是 说 :在 边 长 为 
1 的 正方 形 内 ,可 以 找到 这 样 5 个 点 ,它们 构成 的 10 个 三 角形 ,每 


一 个 的 面积 都 大 于 于 ! 


用 机 舍 证 题 


初中 同学 中 的 ”数学 类 , 谁 不 喜欢 几何 哩 。 

几何 证 题 , 变 化 万 和 干 。 看 起 来 似乎 难于 下 手 的 一 个 
题 , HEEE EREB MA MBE EEE SHE BL, 0) 
趣 模 生 。 

正 因为 几何 证 题 变 化 万 干 , 也 就 不 好 做 。 难 就 难 在 
看 不 出 一 般 的 规律 。 

例如 ,已 知 在 全 ABC Ф, АВ = АС, ЖЕ В. С 的 
平分 线 BD = Chk。 这 只 要 证 明 公 DBC 4€ A ECB ,问题 便 迎 
妨 而 解 。 可 是 ,把 已 知 和 求证 交换 一 下 ,这 一 换 , 问 题 就 
难 多 了 。 


Б С 


100 多 年 前 ,德国 数学 家 雷 米 欧 司 , 公 开 提 出 了 这 个 
问题 。 他 说 :几何 题 在 没有 证 明 出 来 之 前 ,很 难说 它 是 难 
还 是 容易 。 等 腰 三 角形 两 底 角 的 分 角 终 祖 等 ,切中 学 生 
都 会 证 。 可 是 反 过 来 ,已 知 三 角形 的 两 条 分 角 线 相等 ,要 


6525808 ЈЕ, ЈУЛ Уо 
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后 来 ,德国 著名 数学 家 史 坦 纳 解决 了 这 个 回 题 ,使 它 
成 为 一 个 定理 ,叫做 史 坦 纳 一 雷 米 欧 司 定理 。 


经 过 名 人 一 做 ,这 个 问题 也 就 出 了 名 。 有 一 个 数学 
期 刊 ,还 曾经 公开 征求 这 条 十 理 的 证 明 , 收 到 了 形形色色 
的 证 法 ;经 过 挑选 和 整理 ,得 到 了 60 多 种 证 法 , 编 印 成 了 
一 本 书 。 

到 了 20 世纪 60 年 代 , 有 有 人 用 冻 圆 弧 的 办 法 ,得 到 了 
一 个 十 分 简单 的 证 法 ”。 从 雷 米 欧 司 提出 问题 ,到 找到 这 
个 简单 的 证 明 , 竟 用 了 100 年 之 久 ; 而 且 , 人 们 找到 了 60 
多 个 证 明 , 偏偏 没有 发 现 这 个 简单 的 证 明 。 可 见 几 何 证 
题 的 变化 ,实在 是 太 多 了 。 

几何 证 题 既 然 这 么 于 变 万 化 ,入 们 有 目 然 会 恕 :能 个 能 
找到 一 个 国定 的 方法 ,不 党 什么 几何 题 到 于 ,部 可 以 用 这 
个 方法 一 步 一 步 地 做 下 去 ,最 后 ,或 者 证 明 它 ,或 者 否定 
ЕЕ? 

19 世纪 和 20 世纪 的 大 数学 家 布尔 伯 特 证 明 : 有 一 类 
几何 命题 ,可 以 用 一 种 统一 的 方法 ,一 步 一 步 地 得 到 最 后 
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解 和 个 。 后 来 ,数学 家 搭 斯 基 证 明 : 所 有 的 初等 几何 命题 ， 
都 可 以 用 机 械 方 法 找到 解 舍 。 可 是 ,他 的 方法 太 复 杂 Т, 
就 是 用 高 速 电 子 计算 机 ,也 只 能 证 有 明 一 些 很 平常 的 定理 。 

我 国 著名 数学 家 吴 文俊 ,提出 了 用 机 兹 证 有 明 几 何 定 
理 的 方法 。 他 用 到 了 我 国 记 代 的 数学 心 想 相 方法 。 用 这 
个 方法 ,可 以 在 计算 机 上 证 明 许 多 相当 复杂 的 定理 , 还 能 
和 


几何 问题 转化 成 代数 问题 末 解 决 。 要 是 你 В л 将 来 研究 


FH Dl RR UE E 


1 75 HARM, ААХ ЖИ ТЕ Же, Ж, КУЖ IL. 代数 和 解析 
几何 的 基础 知识 。 


* 思路 如 下 : 
用 反 证 法 。 石 B>a, 过 了 下 C 
作 圆 弧 ,交点 一定 在 OD 内。( 因 


PRUNES 。 


PCE = а) 
于 是 人 PCB = 人 PCE + В> 2a， 
“， PB> СЕ= Вр > PB, 矛盾 。( 题 Ж 
设 两 分 角 线 相等 ) 列 
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陪 明 的 邻居 


你 看 过 儿子 分 手 的 改 事 吗 ? 

这 个 故事 是 在 阿拉 伯 氏 加 开始 流传 的 。 后 来 , Cf 
到 了 世 从 各国, 一 次 又 一 次 地 被 编 到 各 种 读物 中 。 

故事 是 这 梓 隐 : 从 前 有 个 农民 ,他 有 17 ЯА рь [ШЖ 
BT, Е 227725 3 个 儿子 。 他 吉 : 大 儿子 分 一 半 , 二 


ЛЕУ, ВЕУ а Я, З 
个 儿子 没有 办 法 分 ,就 去 请 教 邻居 。 聪 明 的 邻居 带 了 1 


He НЯ АЈ 98/6 


只 ;二 儿子 分 二 ,得 6 只 ;小 儿子 分 志 , 得 2 只 。3 个 人 共 


分 去 17 只 , 剩 下 的 1 只 ， 回去 。 
这 个 故事 ,构思 巧妙 ,情节 有 趣 , 已 经 在 全 世界 广泛 
流传 二 年 之 信 了 。 
кш 人 们 有 时 把 其 中 的 数 改变 了 ,故事 照样 讲 
。 我 小 的 时 候 , 就 昕 到 过 类 似 的 故事 .农民 不 是 有 17 
gee 11 匹 马 ;他 给 3 个 儿子 规定 的 分 配方 案 , 是 


суд Йе 邻居 牵 来 了 1 匹 马 之 后 ,一 共 是 12 匹 。 于 


2 
是 ,大 儿子 分 到 6 匹 , 二 儿子 分 到 3 匹 ,小 儿子 分 到 2 Fo 
和 独 下 的 1 匹 , 仍 然 可 以 还 给 邻居 。 


有 疫 有 不 这 么 闯 巧 的 情况 呢 ? 


摹仿 是 学 习 的 开始 。 

现在 ,让 我 们 来 改动 一 下 这 个 故事 里 的 数 , 看 看 结果 
会 怎样 呢 ? 

假设 农民 还 是 有 17 只 手 , 还 是 给 3 个 儿子 分 ,还 是 大 


儿子 分 广 , 二 儿子 分 序 , 只 是 小 儿子 不 是 分 和 ;而 是 分 万 


了 。 要 是 我 学 习 故 事 中 的 令 居 ,人 奉 了 1 只 年 送 去 ,结果 
E? 
结果 是 大 儿子 得 9 只 ,二 儿子 得 6 只 ,小 儿子 得 3 只 。 
18 只 羊 给 分 光 了 ,我 损失 了 1 只 手 。 
会 不 会 发 生 相 反 的 情况 呢 ? 会 的 。 
1 


假设 农民 对 17 只 手 的 分 配方 案 是 :大 儿子 去 ,二 儿 


二 儿子 的 万 是 3 只 ,小 儿子 的 二 是 2 只。 这 时 ,18 只 羊 还 


Ж| Т7 只。 你 要 率 走 这 7 只 手 , 一 定 会 发 生 一 场 纠纷 。 

可 见 , 想 要 充当 故事 里 的 聪明 角色 ,并 不 是 那么 容易 
的 。 敬 仿 也 得 动脑 筋 ,要 先 弄 清道 理 , 册 精打细算 ,才能 
避免 失败 ,免得 叫 人 天 闫 不 待 。 
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要 是 你 态 记 了 农民 有 多 


少 只 鞋 , 也 记 个 靖 分 上 册 万 梁 ， 
又 想 向 别人 讲 这 个 故事 , 应 


失去 了 的 数 找 


Є 


当 怎 样 把 这 
回来 呢 ? 


4/ 


列 方程 求解 


你 想到 列 方程 了。 这 个 办 法 好 。 
要 列 方程 ,得 先 把 问题 的 数学 意志 ,一 条 一 条 地 乔 靖 


一 、 农 民有 п 只 计 。n 是 未 知 的 正 整 数 。 
一 、 农民 要 求 大 儿子 分 二 ,二 儿子 分 二 ,小 儿子 分 了。 
x、y、z 也 是 3 个 未 知 的 正 整 效 。 在 这 3 хв, 因为 


一 个 人 就 会 把 所 有 НУ ЕТЕ) 
三 、 牵 来 1 只 羊 之 后 , 羊 就 能 够 分 配 了 。 这 融和 定岗 ， 
x、y、z 都 能 整除 (n+ 1) 


四 、3 个 儿子 分 过 之 后 ,还 剩 下 1 АЕ, 
根据 这 些 条 件 ,我 们 就 可 以 来 找 等 量 关 系 , 把 方程 列 
大 儿子 分 了 多 少 症 呢 ? 分 了 n+1 有 的 x 分 之 一 , 即 


这 样 我 们 就 列 出 7 方程 


п+1 n+l n+l 


x У 2 


一 Н 
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这 里 ,x、y、z、w 都 必须 是 正 整 数 ,而 且 还 得 满足 两 个 
条 件 . 

一 个 是 1l<x<y<z<w 

一 个 是 Xx、y、z 都 要 能 整除 w 

піз Жж 了。 

这 个 方程 ,含有 4 个 未 知 数 ,附加 两 个 条 件 , 是 什么 
Fi FEF? 

这 种 未 知 数 个 数 比 等 式 个 数 多 的 方程 ,叫做 不 定 方 
程 。 不 定 方程 弟 党 市 一 些 附 加 条 件 , 作 为 求解 的 根据 。 

根据 这 个 不 定 方 程 和 它 的 两 个 附加 条 件 , 就 是 要 找 
L4 TIES, БЛОА 215521, 而且 其 中 有 
一 个 (w), 是 男 外 三 个 (x、y、z) 的 整 倍数 。 

这 样 的 方程 好 解 吗 ? 


eh жүнүп 


看 来 似乎 无 法 下 手 的 问题 , 想 清 楚 了 ,原来 解 题 的 思 
路 很 简单 。 

我 们 知道 ,报名 参加 跑 100 米 的 同学 很 多 ,举办 单位 
就 可 以 采用 初赛 、 复赛 的 办 法 ,来 选拔 优胜 者 。 


х у 2 UW 
也 可 以 用 这 种 方法 。 这 就 是 先 根据 一 部 分 条 件 , 选 出 和 但 
合 要 求 的 ;然后 ,再 根据 其 他 条 件 , 淘 状 不 符合 要 求 的 , Е 
下 人 符合 要 求 的 。 这 样 一 步 一 步 地 选拔 ,最 后 就 可 以 把 x、 
yaw 的 值 , 全 部 求 出 来 。 这 是 解 不 定 方程 单 用 的 方法 。 

好 。 我 们 分 两 步 走 , 先 找 出 那些 使 等 式 成 立 的 正 整 
数 x、y、z、w; 然 后 ,从 中 则 青 选 ,把 那些 满足 x、y、z 整除 
w 的 找 出 来 。 | 

你 看 ,x 是 大 于 1 的 正 整 数 , 它 最 小 是 2。 最 小 是 2, 


那 最 大 是 多 少 呢 ? x "хунн, 因为 yz 都 比 x 


小 了 ,加 起 来 就 凑 不 够 1 了 。 ea Lx 
也 就 是 A 不 能 大 于 30 
为 什么 昵 ? 


1 1 1 1 
| 
х у 2 ш 
1 1 1 1 1 1 1 1 
一 二 一 + 一 + 一 > 一 + 一 + 一 + 一 =1] 
х XxX хх ж хх у 2 10 
.>1 即 yx<4 
АХ 


这 样 ,x 不 是 2, 就 是 3 了 。 也 就 是 说 , 想 要 改 事 讲 得 
通 ,大 儿子 必须 分 到 广 或 者 于, 不 能 再 少 了 。 

x 定 下 来 ,就 只 有 3 个 未 知 数 了 。 

设 x=2, 代 入 二 + 二 + 二 + 而 = 

да 1 


得 二 + 一 + 
у & 


根据 刚才 十 不 能 太 小 的 道理 ,二 也 不 能 太 小 。 


YY<Z<w 

1 1 1_1 
у 2 шю 2 
1131 
y2 ус 2 


„.2<у<6,ЫБ у = 3,45 


这 样 , 当 大 儿子 分 士 时 , 二 儿子 只 能 分 序 ,或 者 亏 、 


二 ,不 能 再 少 了 。 
8 х=3,81 1+1=2 
y 2 ш 3 


根据 同样 的 道理 ,从 


3 9 
у <7< 9, у= 2.3.4 


y=2、3, 就 小 于 或 者 等 于 x 了 ,不 合 题 意 , 去掉, 得 у 
= 44 
按照 这 种 办 法 ,我 们 使 可 以 一 步 一步 , 把 各 种 可 能 的 

分 配方 案 都 找 出 来 。 


91858 


元 想 想 再 看 


要 是 你 已 经 求 出 全 部 的 解 , 就 不 必 册 看 这 一 他 了 。 

这 个 不 定 方 程 有 7 组 解 。 

找寻 这 些 解 的 方法 ,可 以 用 一 棵 “推理 树 " 表 示 出 来 。 
DIRE 1 < x <4, 树 校 就 是 各 种 可 能 ( 见 下 页 )。 

MLS 个 点 丝 所 指 , 或 者 因为 y = z, 或 者 因为 w 不 
是 整数 ,或 者 因为 z 不 能 整除 w, 都 不 合 题 意 ,应 该 去 掉 。 
这 样 ,我 们 就 把 这 个 故事 的 7 种 讲法 ,全 部 找 出 来 了 : 


pe 


上 > 
pk 


Мә 
زیا‎ 


[7 


1] 


Е 


一 


өөјөјејөјө ө |$ 
SSSI 
dagen 


加 
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"= و ا لک‎ Га тда 


ЬЕ‏ ا س ا 
"а "за "ы" ы"‏ سے سے Чч а”‏ 


Е ыт БЫРГЫ ЕТ НЫП 


ЫЫЫ 


ча СЪ Е о 


ы жоу Жы жщ ©" 
Е И А АК а Жл Л, 
> шт. тр О из с шарны жле: и 


У= 3 У= 4 У=5 у=А4 
2=71,8,9,10,11,12 2=5,6,7,8 z=0 2=4 


х Я У 


VR BE EA АН КАК Го TEI УЯ 770 
25,320 спа пох аен. 

HR AEN НА, 5, И. с ЖБ 
多 得 多 。 


(7 | ' Е ОД 
2 = 121210772 


ж" Жө Ула, e (уй 
жу жуй жоме сак. желе, да 
жо жое жк Жый a ж.б ый. таг бай, Жл ж 


орно = 


e OF ae le 


К 


学 数学 


前 加 提 到 的 我 国 数学 家 吴 文俊 ,在 一 骗 论文 中 提出 了 
用 机 颖 证 明 几 何 题 的 方法 。 文 章 中 用 到 了 一 个 平面 几何 定 
理 作为 例题 , 光 是 这 一 个 例题 ,他 就 演算 了 一 个 月 之 久 。 

1903 年 ， 次 科学 报告 会 上 ,数学 家 科 尔 做 

一 次 不 说 话 的 报告 。 他 在 黑板 上 算出 了 2” -1, 又 算出 

了 193707721 х 761838257287, 两 个 结果 相同 。 他 一 声 不 
凡 地 回 到 了 座位 上 ,全 场 咖 起 了 热烈 的 掌声 。 原 来 ,他 这 
就 回答 了 一 个 200 多 年 来 没有 和 弄 清楚 的 问题 :2 - 1 是 不 
是 素数 ? 他 的 演算 证 明 :2” -1 是 一 个 合 数 。 这 个 几 分 钟 
的 无 声 报告 ,是 他 花 了 3 年 中 的 全 部 星期 天 得 到 的 。 

至 于 陈景润 ,为 了 研究 哥 德 巴赫 猜想 , 5 7 2 — 
麻袋 的 草稿 ,这 是 我 们 早已 知道 的 了 。 


(TY 


| TS 


| | + , 
کے‎ | ۴ е, ї 
1 
: елы 1 4 
\ r ESS | а 4 中 ЕТ Це 
س‎ АНД 二 Р | 天 \ ` м \ 1 ў ыр 
”一 一 一 一 一 н Ач \ 机 МА МЫ: 人 1? 
2 全 „\ 1 1“ 
ы авсан. н | (Ж 1 „+ а 和 ий ۹ Ы | t 
мал анана 7 aS A | \ А \ 1 I А 


ы! ү м а КЭХ 1 - 1 у, 
ا کے ا‎ = | i! “i 
oo м „—— ЖАЛААГА a Д 8 
һы N. | 1 а Е" б, ЕЕС 
с = 1 = | Т б م‎ б, "۹ + 
*. اا 1 س‎ 1 
I1 _ бү, л, 


БТА, E x EER, KRE TUDOR д, 3935 (8) 
捷 的 方法 ;又 要 步 步 为 莒 ,不 怕 反 复 计算 。 许 多 简捷 的 方 
法 ,就 是 人 们 经 过 大 量 的 反复 计算 之 后 , 才 总 结 出 来 的 。 


思考 是 
假设 故事 中 的 农民 有 4 个 儿子 ,类 似 的 问题 该 怎么 解 ? 要 是 
362 只 乎 ,又 该 怎么 办 ? 


ПЕ; 


Пи ТН FER 


并 不 合 
1 


3 


ЛЕНЕ ЕХ А, 1 5 
理 。 因 为 那 位 农民 本 来 是 要 大 儿子 分 17 RFR 


和 而 个 


? ) 


即使 分 的 


1 


ЖП 


1 


1 


2 `3 


是 18 只 羊 的 元 。 另 外 ,3 个 儿子 分 


| 的 东西 9 оа E FX ; 也 不 行 O 你 


= 
' АЕ 
1 


不 是 手 


17 
18 


1 
| һы ш 
元 之 а /LN | | 18° 


А 
9 


=" 


3 “Л, 
1 
18 


| 
2 


у = 代 清 楚 。 不 知道 是个 


/ 


那 位 农民 


? 


给 谁 呢 
是 他 临终 时 头脑 不 够 清楚 ， 


入 有 安排 好 呢 ? 


/ 


ҷ 


算 真 正 的 数学 。 


戏 ,不 
У, 那 位 聪明 的 邻居 先 送 去 于 只 手 ， 


і 


Е 7) 


А ХЕ 


“ 


‚ 对 我 们 解决 一 些 真 正 的 数学 


发 和 帮助 ЧО 


“ 
+, 


1А 879) 


) 


1 


| 


AH, 规定 3 个 


o RA) A fS AWN: 


口 


м 


| 


日 


اا 


SHR 1 Fl 


8522 6, ХЖ 20) 


/ 


个 人 买 了 10Ж 


7 


? 


/ 


АЖЕ 
页 好 解决 。10 个 空 瓶 换 回 3 Ж 


ЕЗ 
不 一 


/ 


问 他 一 共 可 以 再 换 到 


/ 


换 


с 
#6 
x 


і 


д] 


ч, 


这 1 
空 瓶 ; 喝 完 后 ,于 里 有 4 个 空 豚 ， 


‚ Мк с 


/ 


3 个 又 换 1F 


/ 


后 , 手 蜂 有 2 个 空 瓶 。 要 是 你 以 为 用 空 瓶 只 能 换 回 4 АЈ 
ЕК ЕШ o 

正确 的 公案 是 :他 可 以 换 回 5 ROH: [| ЫЯ ЗЕ 
Ала — 1259, EY 3 1, ROA 工 瓶 酒 ;把 酒 喝 掉 ,再 
把 空 瓶 还 给 和 人 家。 所 以 ,他 美 了 10 RA, 1621) f 15 FRE 
酒 。 

册 多 借 瓶 子 行 不 行 呢 ? fT, AMA? 原来 这 一 

…3 9 = 1 FOE 


你 看 ,10 个 空 瓶 ,本 来 就 应 当 换 回 不 市 瓶 的 5 Ж, 
值 个 港 子 ,一 方向 定 为 了 全 半 凰 泗 厂 的 规定 ;为 一 方向 ， 
也 是 说 明 问 题 的 一 个 方法 。 


РЛ 


类 似 这 样 的 问题 是 很 多 的 。 

FEE RENNIE. 那里 盛产 甜美 可 口 的 瓜 果 。 有 
一 种 西 撒 ;, 电 做 小 子 反 ,瓜子 小 得 像 麦 粒 , ЛАЗ Г 
窗 一 样 。 为 了 大 力 发 展 这 种 优良 品种 ,种 瓜 的 单位 决定 
O URF, WH f: 

好 消息 ; 交 回 1 斤 瓜子 ,免费 给 30 F IK, К, ЛТА 8 
子 ! 

假设 10 斤 瓜 可 以 出 1 两 瓜子 ,那么 , 买 回 100 FIK, 
吃 瓜 留 子 , 以 子 换 扩 ,反复 地 换 , 忆 共 可 以 吃 到 多 少 斤 瓜 
E? 

我 们 来 算 一 算 看 。10 ЛЛІ 两 太子 , 按 规 定 , 可 以 

换 回 3 斤 瓜 。 所 以 每 斤 所 的 瓜子 ,可 换 扎 0.3 Fo 

100 斤 瓜 的 瓜子 ,可 换 瓜 30 Л; 

30 斤 瓜 的 凡 子 ;又 换 回 瓜 0.3х30=9 7; 

9 斤 扎 的 瓜子 ,又 换 回 把 0.3x9=2.7 斤 : 

2.7 ЛЕЛ, ХЛ 0.3х2.7=0.81 5; 

我 们 要 算 的 ,就 是 这 样 疫 完 疫 了 的 一 串 数 的 和 : 

100+ 0.3 х 100 + (0.3)? х 100 + (0.3)? х 100 + 99: 
= 100)1 + 0.3 +0.3 +0.3 +) 


怎 祥 把 这 一 串 疫 完 疫 了 的 数 加 起 来 蛇 ? 
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КЕТҮҮЧҮ 


帮 你 学 数学 


ET KRE ME 5) Я AH Т о УЛ, FB 
E FI 7 5 100 ТТЛ 实际 上 可 以 Пе, 21] 多 ДА 而且 当时 Б, 
IRE EF 了。 他 说， 

同志 ,请 记 下 账 ,多 给 我 们 一 些 瓜 。 多 给 的 瓜 ,我们 
明天 把 瓜子 达 来 抵偿 。 


好 。 这 是 预支 的 43 
ТЛ. 101, Е Ж 
1.43 ПЛУЈЖЖ ЬЬ" 

50 X 5 р), 双方 
满意 。 这 多 给 的 43 ПЛ 
是 怎样 算出 来 的 呢 ? 其 


з э | 那么 ， 


жо (100 + х) ЛАЛЕ х 斤 瓜 


„т: в. 7.0.3 х (100 + х) = х 
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Ыыы 


І 


Е НРО ЕВЫ Е ИЕ тони 
РЬ ТОРН 


| ЖЕДЕ 


西瓜 子 换 瓜 ,多 一 后 少 一 后, 问题 不 大 。 实 际 上 ,10 
ПЛ, ЖН 1 两 瓜子 。 不 过 ,还 有 一 些 类 似 的 问 
题 却 很 重要 ,需要 合情合理 ,一 五 一 十 ,把 它们 算 清 楚 。 

淮 个 例子 。 我 们 窒 破 了 的 胶鞋 , 可 以 卖 给 废品 收购 
E LJ MEHE FEO Bx АЕ FA 1 RRS, 36 
ЕА АЕ А, 0745 21 86188 0.4 HH, ABA, RE B1 
收 ,1 ПЕ ВЕЛ ЛЛ AYE? 

ARR ЛА ЕЛА ЛМЕ о п зс, ДЖ 
2 А, ЛЕЛ ВЕ 1 ди Уд, (ЕЈ 
次 回收 的 打算 。 回 收 10 AEILTE, ТЈ — ә, 
假定 回收 5 次 好 了 。 

fa 1 吨 回收 0.4 吨 来 算 ,5 次 反复 回收 , 共 得 . 

(0.44+0.4+0.4 +0.4 +0.4 No 

算 这 样 的 数 ,你 也 可 以 请 方程 来 帮忙 。 

¥ 0.4+ 0.4 +0.4 +0.4 +0.4 = х 


€ 1+0.4+0.4 +0.4 + 0.4 = 
0.4 
再 得 0.4+0.4 +0.4 +0.4 =- -1 


0.4+0.4 +0.4 +0.4 =x-0.4 


NA 
Р е 0.4 04 1 
62 


日 1-0.4 
REE x =0.4 04 


你 看 ,只 要 回收 5 次 ,1 吨 橡胶 就 项 1.66 吨 用 ,效果 
不 小 。 


~0.66( 吨 ) 


EFI АА 


喜欢 数学 的 人 , 老 是 爱 把 一 个 问题 中 的 具体 数 换 成 
字母 。 代 数 代数 ,可 不 就 是 用 字母 代替 数 嘛 。 

为 什么 要 这 样 呢 ? 因为 只 有 把 那些 可 以 代替 任何 
数 ,而 又 不 限于 代替 某 个 数 的 字母 摆 出 来 , 才 算 是 找到 了 
公式 或 者 规律 。 


你 说 "长 为 2、 宽 为 3 的 长 方形 四 积 为 6 ,这 不 叫 公 
式 。 要 是 你 说 "长 为 a、 宽 为 8 的 长 方形 , 它 有 的 向 板 5 = 
ай" ,这 就 建立 了 一 个 公式 。 

你 说 "2+3 和 3+2 是 一 样 的 ,人 家 昕 了 好 天。 要 走 


64 


+ BEV ЕЕ 


Л a + b = b+ a” ,这 可 就 是 加 法 交换 律 了 。 

数 写 字母 的 关系 ,是 个 别 与 一 般 的 关系 。 

你 说 我 昨天 晚 土 刷 了 政 ， 别 人 不 会 以 为 你 有 良好 
的 卫生 习惯 。 要 是 你 说 我 每 天 晚上 刷牙 ，, 那 就 完全 不 


尔 有 志学 好 数学 ,用 好 数学 , 那么, 这 种 把 数 换 成 字 
母 的 本 领 ,是 断 断 不 可 少 的 。 
刚才 我 们 算出 来 的 那个 等 式 


2 3 4 5 1-0.4 
0.4+0.4 +0.4 +0.4 +0.4 = х = 0.47 
要 是 把 其 中 所 有 的 0.4, БИЛЛИ а, 91821): 
5 
РРР PO a. 
1-а 
这 个 等 式 的 两 边 都 有 因子 a, 约 掉 它 ,得 到 一 个 公 
т\,: 
2 3 4 1-а 
1+a+a +a +a = 
– а 


帮 你 学 学 数学 


这 个 公式 对 不 对 昵 ? 你 可 得 检验 一 下 才 好 。 因 为 把 

IR ру 7-65, каныны: на о 

ВЕ х АЈ ў ANB FER, FE HRP A 
平 要 求 的 数 , 它 总 是 对 的 。 可 是 ,把 两 边 同 样 的 数 换 成 同 
样 的 字母 ,就 不 一 定 对 了。 比如: 

3+2=7-2 
是 个 恒等式 。 把 两 边 的 2 换 成 ,得 到 的 

3З+Ь=7—-Ь 
就 不 再 是 恒等式 了。 


00 


# Шр 


ارد 


й 


\ 


换 出 来 的 等 式 


J1 


` 


l+ata +a +a 


5 


1-а 
1-а 


“УЕ MRAM, Ев УА Р, а 1 


„ү “м 


户 地 推 , 要 是 能 推出 同样 的 结果 来 ， 


然后 依 梓 四 


5®* 0.4 


当‏ د 


= 
| 
+ 
< кч. 
+ چ‎ 
x 过 
< © а 
М + 发 
和 cme 
SSS 097 
що ы 
" же а з 
кР Нн ү ® 
Ра ове 
о їп 8 
ві 


А 


1 Шан 
ҮШҮП 


а+а +а + a 


^а 
„ЛТ 


(1 


3 


根据 所 设 , 得 x-a = 二 -1 


/ 


5 
5 1-а 


E Е 2 3 
也 就 是 a+a 十 a + a + a E 
一 а 


万 一 个 方法 是 "不 纠 强 老 账 " ,直接 验算 等 式 的 两 边 
定 人 不 是 一 回 事 。 在 等 式 


5 
2 3 1-а 
1+а+а“+а'+а = 


1-а 
л, ШТУК, КРК ХУВ, аЛ 


1-0) (1+а+оѓ+а+ај)] = [1 - а? 


1-а) (1+ а+а + a + а 


4 2 


=1+а+а?+а2+а'-а-а'^-а'-а*'-а? 


=1-а” 
ХНУ TRE: ОЈ, ЖЕЛЕУ Ж) SFR, ARI 
能 验证 。 怎 么 找 等 式 ? 那 你 还 得 要 用 头 一 个 方法 。 


可 不 可 以 把 这 个 悟 等 式 中 的 ec 的 4 相 a 的 5, 也 换 

成 字母 呢 ? 可 以 。 
ИК 三 已 г | Г; т ИШ 算 {8 => Ж 现 9 = ۸ 有 ; EE EES 
6 E 


(1-а) (1+а+а + a + a + a) =1 - a E e 


+ 1 


1-а) (1+ a + aڑ‎ + + a") =1-а а 
当 是 2 和 3 时 , 便 得 到 了 你 熟悉 的 因 式 分 解 公式 ， 2 
(1-а) (1+а) =1-а? 。 
(1-а) (1+а+а )=1-а а 

题目 中 的 一 些 数 ,要 是 能 换 成 字母 , 又 能 得 到 什么 结论 | 
Ж? 这 样 ,你 做 了 一 个 题目 之 后 , ш АЕН | 


这 里 有 一 大 堆 桃 子 。 这 是 5 个 猴子 的 公共 财产 。 它 
们 要 平均 分 配 。 

第 一 个 猴子 来 了 。 它 左 等 右 等 , 别 的 猴子 都 不 来 , 便 
动手 把 桃子 均 分 成 $ 堆 ,还 剩 了 1 个。 它 觉 得 自己 辛苦 
了 ,当之无愧 地 把 这 1 个 无 法 分 配 的 桃子 吃 掉 , 又 拿 走 了 
5 Ж НН 1 Ж 

第 二 个 猴子 来 了 。 它 不 知道 刚才 发 生 的 情况 ,又 把 
桃子 均 分 成 5 堆 , 还 是 多 了 1 个。 它 吃 了 这 1 个 , 拿 1 堆 


以 后 ,每 个 猴子 来 了 ,都 是 如 此 办 理 。 

请 问 :原来 至 少 有 多 少 桃子 ? 最 后 至 少 剩 多 少 桃子 ? 

据说 ,这 个 问题 是 由 物理 学 家 狄 拉克 提出 来 的 。1979 
年 春天 , 美 籍 物理 学 家 李 政 道 , 在 和 中 国 科 学 反 术 大 学 少 
年 班 同 学 座谈 时 ,也 向 他 们 提出 过 这 个 题目 。 当 时 , 谁 也 


A 
/以 


能 够 当场 做 出 回答 ,5 


见 这 
МЕ П КАЕ ЕХ ЛАЙ 


/1 


做 数学 题目 , 论 赁 脑子 想 , 是 不 容易 找到 方法 和 得 到 
结果 的 。 

好 。 我 们 一 起 来 动手 与 写 算 算 吧 。 

БАЮ х 个 ,最 后 剩 下 у 个 。 那 么 ,每 一 个 猴子 连 
市 拿 Г SDE FE? 


第 一 个 猴子 吃 了 1 个 ,又 拿 走 了 (x - 1) 个 的 三 ,一 共 


得 到 5(x - 1) + 1 个 。 它 走 了 ,这 里 留 下 的 桃子 ,还 有 


第 二 个 猴子 连 吃 带 拿 ,得 到 了 过 | <(x -1) -1| + 1 
个 桃子 。 

当 第 三 个 猴子 来 到 时 ,这 里 还 有 [Stz-1-]]， 
也 就 是 又 从 原 数 中 减 1、 乘 所。 

现在 ,我 们 找到 解 题 的 思路 了 :每 来 一 个 猴子 ,桃子 
的 数目 就 来 个 变化 一 减 1、 乘 S。 当 第 五 只 猴子 来 过 


后 ,我 们 已 对 x 进行 5 次 这 样 的 减 1、 乘 $$ 了。 
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动脑 又 动手 


ЕЖ. 与 В) В, FR 1 之 后 ， ЖА 5, FH 3 
所。 这 样 5 次 之 后 , 便 得 到 了 y。 所 以 ， 
-< ET 
х—# =, ч ДЕНТ ЖА» BERR AINE, 


一 步 一 步 整理 ,应 当 得 到 y = Оу +4) -4 这 样 的 一 个 
等 式 , 也 就 是 
1024 ? 
у +4= ах +4 25 х +4 


从 这 个 臣子 里 ,我 们 不 能 断定 x My 是 多 少 。 不 过 ， 
为 х Пу 都 是 正 整 数 ,而 4 和 5 的 最 大 公约 数 是 1, 所 
以 (x+4) 一 定 可 以 袖 5 整除 。 
这 样 , 我 们 就 可 以 算出 % 至 少 是 5 —4= 3121; 0 у 
少 是 4 -4= 1020。 


БАЕ Л 


要 是 你 问 这 个 五 猴 分 桃 ,有 没有 简单 一 点 的 算法 呢 ? 
0 АБЕ О 

狄 拉克 本 人 ,就 提出 过 一 个 简单 的 巧妙 解法 。 撕 况 ， 
数学 家 怀 德 海 ,也 提出 了 一 个 类 似 的 解法 。 

奇怪 的 是 : 狄 拉 克 和 怀 德 海 都 没有 想到 , 这 个 问题 还 
有 一 个 十 分 简单 的 解法 。 它 只 用 到 一 总 算术 知识 ,是 小 

这 个 简单 的 解法 , 它 的 思路 是 从 前 惫 儿子 分 盾 来 有 鸭 ， 
又 是 先 信 后 还 ! 

桃子 不 是 分 不 匀 ,总 要 剩 下 1 个 吗 ? 问题 的 麻烦 ,就 
是 因为 多 了 1 个 桃子 。 

好 。 你 来 扮演 一 个 助 猴 为 所 的 角色 , 借 给 猴子 4 个 
桃 ,这 不 就 可 以 均 分 成 $ 推 了 啉 。 反 正 最 后 还 剩 1 KE, 
你 拿 得 回来 的 。 

现在 ,让 5 个 猴子 骨 分 一 次 。 

桃子 虽然 多 了 4 个 ,可 是 第 一 个 猴子 并 疫 有 从 中 护 
到 便宜 。 因 为 这 时 桃子 正好 可 以 均 分 成 5 堆 , 它 拿 到 的 1 
Ж ,恰巧 等 于 刚才 你 没有 借 给 它们 4 个 桃子 时 , 它 连 吃 市 
拿 的 数目 。 

这 样 , 当 第 二 个 猴子 到 来 时 ,桃子 的 数目 ,还 是 比 你 
没 借 给 它们 时 多 了 4 个 ,又 正好 均 分 成 $ 堆 。 所 以 ,第 二 


74 


A 


ТЬ: 
(9; 


we ， 


н 
1 
АКТ 
1 


个 猴子 得 到 的 桃子 ,也 不 多 不 少 ,和 原来 连 吃 市 拿 一 样 
多 。 


第 三 .第 四 、 第 五 个 猴子 到 来 时 ,情况 也 是 这 样 。 
5 个 猴子 ,每 一 个 都 恰好 拿 走 当时 桃子 总 数 的 亏 , FF 


下 和 ;而 开始 的 时 候 , 桃 子 的 数目 是 x + 4( 加 上 了 你 借 给 


它们 的 4 个 )。 这 样 到 了 最 后 , 便 剩 下 { 2) (4 +4) 个 桃 
子 ,这 比 剩 下 的 y 个 多 4 个 。 所 以 得 到 


y+4= (4) (a +4) 


和 刚才 的 结论 一 样 。 

因为 y+4 是 整数 ,所 以 右边 的 {x +4) 应 当 被 整 
о Е, (х +4) 至 少 是 人 =3125, 得 x 至 少 是 3121; у 
至 少 是 (4 -4) = 1020。 

同样 的 结论 ,可 是 得 来 全 不 费 工 夫 : 


жө уба. Ж aa 


тат 


站 和 т рө” Пы 


балт TE r Гы кела. 
站 


问 个 为 什么 


题目 做 出 来 了 。 你 个 妨 冉 想 一 想 : 这 一 倩 一 还 ,究竟 
是 怎么 回 事 呢 ? 591-2 КУРЕ] [ај 7 06? 

关键 在 于 ,猴子 每 来 一 次 ,桃子 的 数目 发 生 了 什么 变 
化 ”? 


在 你 没有 借 给 它们 4 个 桃子 的 时 候 , 那 情况 是 :每 来 


一 个 猴子 之 后 ,桃子 数 就 减 1、 ERE 来 个 猴子 之 后 ， 


要 是 你 先 借 出 4 个 桃子 ,使 每 一 个 猴子 来 拿 走 , 然 
后 你 再 把 4 个 桃子 拿 回 来 ,结果 ,和 前 面 的 计算 结果 完全 
一 样 。 这 个 过 程 , 相 当 于 对 桃子 数目 加 4\ 乘 S\ 减 4。 也 


| RRR LES ,相当 于 加 小乘 \ 减 4。 用 字母 表示 ,就 


= 
АЕ. 
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问 个 为 什么 


不 信 9 你 算 一 算 у р HE Sk ХӘ Зр © 
这 样 看 来 ,猴子 每 来 一 次 ,桃子 数 的 变化 有 两 种 计算 


方法 :一 种 是 减 1、 乘 S; 另 一 种 是 加 4 乘 S \ 减 4。 


后 一 种 计算 方法 是 3 步 ,好 像 果 麻烦 了。 其 实 ,多 次 
连续 进行 计算 ,就 显 出 它 的 优越 性 来 了 。 你 看 : 


加 Е 6. 4; 加 4. 乘 5 0 4; 加 4、 乘 与 、 减 4; 加 


4. 乘 5 Ж, 4; 加 4、 乘 与 、 减 4。 这 中 间 有 四 次 减 4、 加 4 互 


和 
a “шлш "табл ба 


相抵 请 总 效果 是 | 
А 24 4 +4 4 二、 а 
Ла 4, З. З. E 809 4 这 十 т 
{RUFF АУ І AZ RR ) 可 以 一 下 了 地 与 出 来 г 
у= (<) (х+4)-4 


大 你 字数 字 


像 这 样 把 一 个 运算 过 程 , 变 成 万 一 个 形变 值 不 变 的 
运算 过 程 , 在 数学 上 叫做 相似 方法 。 


思 考 题 

1. KA m 个 桃子 ,k 只 猴 于 ,每 个 猴子 来 到 之 后 ,把 桃子 分 成 
k 堆 ,还 剩 下 个 , 它 吃 掉 r 个 之 后 ,又 拿 走 了 一 堆 。 这 样 开 个 猴子 
都 来 了 之 后 ,至少 还 有 多 少 桃子 ? 

2. 桌子 上 有 一 二 深 开 水 ,其 中 放 了 50 克 糖 。 一 个 臣子 跑 来 ， 
把 糖水 倒 出 -- 半 喝 掉 ,添上 30 克 糖 ,加 满 水 ,和 勺 , 走 了 。 这 样 来 
过 5 个 孩子 之 后 , 壶 里 还 有 多 少 糖 ? 来 过 很 多 孩子 之 后 , 亚 里 的 糖 
能 增加 到 100 AH? 


Fy FH DN FY 


说 起 来 吓人 难以 相信 。 和 牛顿 同时 创立 微 积 分 的 大 
数学 家 采 布 尼 兹 ,有 一 次 , 葛 被 一 道 简 单 的 因 式 分 解 题 难 
住 了 。 这 个 题目 是 :把 x +1, 分 解 成 两 个 二 次 多 项 式 的 


= (x-3)- (v10) 
ИНИ 


ка. й кен 了 保证 式 子 的 值 不 改变 。 这 一 加 
一 减 , 变 换 了 代数 式 的 形式 ,解决 了 问题 。 
配方 ,不 限于 配 弟 数 项 ,也 可 以 配 一 次 项 , 配 二 次 项 。 
瑟 布 尼 兹 况 有 做 出 的 那 个 题目 ,就 是 用 一 加 一 减 的 配方 
法 解决 的 。 你 看 : 
x +1 


-x +2x +1—2х*° 


= (x + 2x +1)(x -/ 2× +1) 

为 什么 这 道 题 难 住 了 业 布 尼 效 , 却 难 不 倒 我 们 昵 ? 
尿 因 很 简单 。 我 们 把 前 人 于 尘 万 震 积 款 起 来 的 知识 , 通 
过 款 笔 和 读 外 学 习 , 用 比较 少 的 克 动 就 拿 到 了 手 。 我 们 
是 站 在 前 人 的 肩 上 的 ,所 以 显得 比 前 人 高 。 


жа ж 是 
е М ги ; E x -а = (х+а)(х-а ), س‎ on 很 重要 |: 有 用 的 As 式 ТЕ 
е. 数学 课 上 ,我 们 是 展开 右边 得 到 左边 的 式 子 的 。 你 能 用 一 加 一 减 
的 办 法 ,由 左边 得 到 右边 吗 ? 


一 元 二 次 方程 和 二 元 一 次 万 程 , 是 两 种 不 同 风 方程 。 

你 相信 吗 ? 用 一 总 一 加 一 减 的 技 妃 ,我 们 就 可 以 把 
一 元 二 次 方程 变 成 为 二 元 一 次 方 粒 。 

设 一 元 二 次 方程 

x“ + px + q = 0 
的 两 个 根 是 x, 和 х,о АБАКА НУ БА Е, 
В. 

Y | += = р (1) 
要 是 再 找 出 x -x%; ;不 就 可 以 列 出 一 个 二 元 一 次 方程 组 
Тї? 

利用 差 的 平方 公式 和 一 加 一 减 的 技巧 ,得 : 

)2 = ر( 

= ху - 2% × + х5 
= %1 + Dx + XI - 2% Xs — 2% x 


一 (x +x)” —-4хух» 


把 它 解 出 来 ,恰好 得 到 二 次 方程 的 求 根 公 式 ， 
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原来 ,数学 的 花园 到 处 是 连通 的 ,我 们 经 常 可 以 从 不 
同 的 出 发 点 , 走 到 同一 个 地 方 去 。 你 这 样 多 走 一 走 ,熟悉 
这 个 花园 ,也 就 会 更 加 喜欢 这 个 花园 。 


前 回 讲 儿子 分 手 , 用 到 了 分 子 是 革 的 分 数 。 这 种 分 
子 是 1 的 分 数 ,叫做 所 及 分 数 。 


古 埃及 人 只 用 这 种 分 数 。 碰 上 子 , 他 们 就 用 于 + 二 


来 表示 ; 磺 上 三 ,他 们 就 用 二 о + 2 + 


7 7 
二 + RRR 
现在 ,有 这 样 9 个 埃及 分 数 . 
1 1 1 1 1 1 1 


一 


你 能 够 在 二 三 十 分 钟 之 内 ,从 中 挑 出 10 个 ,使 这 10 


个 不 同 的 埃及 分 数 的 和 等 于 1 吗 ? 

要 是 你 没有 一 定 的 方法 , 光 靠 碰 运 气 , 一 定 会 一 次 又 
一 次 地 失败 的 。 

要 是 你 想到 了 一 加 一 减 , 便 有 一 个 巧妙 的 方法 : 


в а һв 学 в ы 


. ا ”س ГГ!‏ 


атана нае" абава иа 2а ы о аар‏ ق 


这 样 ,一 件 看 来 难于 做 到 的 事 , 轻而易举 地 便 成 功 
Гә 

为 什么 一 加 一 减 的 方法 这 样 有 用 有 呢 ? 

一 加 一 减 等 于 0。 各 种 各 祥 的 一 加 一 减 , 便 是 0 的 各 
种 各 样 的 表现 形式 。 

你 不 要 小 看 了 0 这 个 圈 圈 ,这 一 圈 , 可 就 轿 进 了 代数 
里 的 一 切 恒等式 。 把 一 个 恒等式 移 项 , 便 得 到 一 个 恒 等 
于 0 的 代数 式 。 所 以 ;我 们 可 以 把 任何 样子 的 一 个 恒 等 
式 , 看 成 是 0 的 一 种 表现 形式 。 

(х+у) = х^ +2xy + у 
可 以 写成 

кй 


名 种 各 样 的 恒等式 变形 , 正 是 代数 学 所 要 研究 的 重‏ ا 

“| 要 内 容 。 这 样 ,我 们 就 可 以 说 :代数 学 的 重要 内 容 ,是 

р 究 0 的 各 种 表现 形式 | 

解 方程 ,可 以 把 方程 的 各 项 移 到 左边 ,右边 是 个 0; 找 
到 了 未 知 数 , 便 是 找到 了 0 的 一 个 特定 的 表现 形式 。 


恩格斯 说 :0 比 其 他 一 切 数 都 有 蝎 丰 寅 的 内 容 。 
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0 如 此 重要 ,有 趣 的 是 ,从 人 类 开始 使 用 数 子 到 发 肌 


不 到 


пра 
© 

р, 

3 

长 

1× 

М ш © 
= 4 本 + 
с 
Ре Ж + 
Ё | 
ПГ кыш 
Р Е 
Е ЧЄ 
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0 
的 吧 。 
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有 这 么 一 个 故事 , E FEE [Е Р 8 5 0 
传 。 他 们 把 这 个 必 事 于 近 出 的 问题 讶 ,叫做 "看 来 几 平 无 法 


о 现在 ,我 把 这 个 故事 写 在 下 边 , 做 一 些 分 析 说 明 。 
有 一 个 一 元 二 次 方程 。 它 的 两 个 根 都 是 大 于 1 的 正 


| 整数, 而且 两 根 的 和 不 超过 40。 这 个 方程 写 出 来 是 


| рава) 


а лее ОНЕ АГАВ HEK р 


„з"„ =‏ "سے ےہ کے a‏ "ہے" ے" ے ہہ لے" 


| ”的 一 半 给 了 数学 家 甲 ,把 带 有 9 的 另 一 半 给 了 外 地 的 数 
کک‎ ту Ер 学 家 4 О 
于 是 , 甲 知道 了 两 根 的 和 (p), 乙 知道 了 两 根 的 积 


С о | 9 | " 
| 过 了 一 会 ,昌林 电话 告诉 乙 说 ,我 断定 ,你 一 定 不 杀 
г ЕТУИ 


т 又 过 了 一 会 , 乙 回电 话说 :“ 可 是 ,我 已 经 知道 你 的 p 


ыз сут | ОЗ 
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В 22 8 


又 过 了 一 +, FA BW: Кечени EJ д So 
请 问 :这 个 方程 的 两 个 根 是 什么 

这 个 问题 кинен xB CR 
“| Е. ЗК, fF RA ЕН |5] 

EE 过 一 77217, 用 算术 知识 便 

能 解答 。 

关键 在 于 : 甲 所 说 的 你 一 
不 知道 我 手中 的 p 意味 看 什么 ? 

它 意 味 着 : p 一 定 不 能 写成 两 


个 素数 的 和 和 。 
у р= а +, ёх а. Ь #6 
是 素数 ,那么 , 乙 手 中 拿 到 的 д, 
有 可 能 是 ab ;要 是 gq = ab,g 就 只 
有 一 种 分 解 因子 的 方法 , 乙 便 知 
i FF 于 й 的 р МА А 
道 p。 这 就 是 说 乙 手 里 拿 的 eg ， 
也 就 是 说 : 甲 自己 拿 到 的 p ,不 是 两 个 素数 的 和 。 ， 
这 样 , 乙 就 可 以 一 个 一 个 地 检查 ,在 4 到 40 之 中 ,把 
不 能 分 成 两 个 素数 的 和 的 数 , 全 部 找 出 来 。 它 们 是 : 
11 17 23 27 29 35 37 ~ 
那么 ,甲乙 手 里 是 什么 数 时 , 乙 能 准 磷 Жын ро 
中 的 p, 同 时 甲 又 能 准确 地 说 出 乙 手 里 的 q 呢 ? کک‎ 
з П. _ 
要 是 乙 手 里 是 18、24 或 者 28, 那 么 ,因为 、 


CEE eC ma "_ п 
ICT سے‎ "_ ы" шз 
"ол" "ы" Сш" "ш" =" „= 


"ыз. =" базе" ВЫТЬ бб, у, "шел" ун "ө 
لے ل‎ ш" = „= ' ےک ےا ,=„ س‎ п" „ап! ш" سے‎ бщ "„ а 
оз. „м, „шуны "м," ч.” кыы 


ала 
нна ва 


"а Ба" el‏ ے٠‏ سے ےی 


тий н." "=", 

- 17. } ыта 
О =" = 

тшс 


н т Чын ук ан а 


8/ 


大 你 学 数学 


— 18=2x9=3x6, 只 有 2+9 在 这 7 个 数 之 中 ， 
2 24=3x8=2x12=4x6, 只 有 3+8 在 这 7 个 数 之 
中 
28=4x7=2x14, 只 有 4+7 在 这 7 个 数 之 中 。 

可 见 , 乙 于 圭 拿 到 18、24 或 者 28, 都 能 断定 甲 手中 是 
11; 可 是 这 时 ,由 却 不 能 断定 乙 手 里 是 18, 还 是 24, 还 是 
28。 

所 以 ,中 手 里 不 是 11。 

ВЖ 23。 

130=10x13=5x26=2x65, 只 有 10 + 13 在 这 7 个 


о 126=14x9=7x18=…… 只 14+9 在 这 7 个 数 之 


o 同样 的 道理 , FF FFE 27, 不 是 29, 不 是 35, 不 是 


| з» 最 后 ,只 剩 下 一 种 可 能 , 甲 手 里 拿 到 了 17。 
_ 用 手 里 的 p 是 17, 乙 手 里 可 能 拿 到 ， 


Ши” „зе и Ж„ Ж® = ущ 
"ча س‎ НЕ 


. о RE #2) 30,30 = 5 x 6,5 + 6 = 11, 82 Н 
"Г ИЕЗИ 

о A, CERI RAE 30。 

| ”70、72。 最 后 ,只 剩 下 一 种 可 能 : 乙 拿 到 的 是 52。 

， 52=4x13=2x26。 因 为 2+26=28, 不 在 这 7 个 数 
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E ARJEN 


之 中 ,所 以 乙 可 以 断定 甲 拿 到 了 17, 


结果 ,这 个 方程 的 两 个 根 是 4 和 13。 


њ. 


ja IL XZ 75, ж ПЫ {095 5676, 5 


可 题 的 方 
是 把 各 种 可 能 加 以 分 析 , 从 中 找 出 解 


口 


` 


以 上 解决 


О 


2) ê, ЖИЕ A ВЕ ВАЕ ЖАА, 1 дЕ 76 0] 


xo FM, 


) 


去 。 
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种 解 题 的 好 办 


也 可 以 算是 


ы 
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E XRF 
何 的 办 


2 
Дх 
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CER 6 5 HRRK, HIR — 11 10] 0: ° 你 知 通 
你 的 脸 在 哪里 吗 ? 

我 想 , 这 还 会 不 知道 ,用 手 朝 脸 上 一 措 议 : 这 个 是 
ko = 7: Жее fo 


. Pe 


于 是 ,我 把 手指 挪 了 个 地 方 , 可 是 她 砚 :， 那 电 中 硕 

子 ,不是 脸 。 
我 把 手指 往 旁边 挪 一 下 ,她 说 :" 那 是 嘴巴 。 EEF 
ЖЫЯ “ 那 是 眼睛 。" 再 往 上 , “ 那 是 前 额 。" 最 下 面 呢 ， 


н ТИТЕ 
1 
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“ 那 是 下 巴 须 儿 。 
我 究 住 了 。 在 自己 的 脸 上 ,居然 找 不 到 脸 , 真 是 奇怪 
了 。。 最 后 ,终于 想到 了 以 攻 为 村 ,反问 起 来 :“ 那 ,你 的 脸 
ТЕҢ ИЕ?” 
姑 笑 了 ,说 : ШНА). НЕ. 1 ER FÊ Н 
下巴 须 儿 …… 放 在 一 起 ,就 是 我 的 脸 。 
习 然 大 悟 , 知 道 了 什么 是 脸 ， 


放 在 一 起 考虑 


学 事物 放 在 一 起 


J 5 2.30 


¥ 


十 中 ,我 


7 


在 日 
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SER Е. КАКА 
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笔 .圆规 、 三 角 板 、 控 
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м, 


A、B、C……X、Y、Z 总 称 为 大 与 的 英文 


Т... Ж,Б, Ж RRA ME o 
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个 卖 这 些 东 西 的 商店 ,该 叫 什 


“м 
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在 数学 里 , И ИТЕ RES EF, EV 
它们 组 成 了 一 个 集合 | 

集合 的 意思 ,和 体育 老师 一 吹 哨 子 , 把 同学 集合 起 来 
差不多 。 我 们 在 头脑 里 一 怠 ЗЕК HIME E f 


1.2、3、4、5.6、7、8、9.0, 这 10 个 数字 , 便 组 成 一 个 集 


“м. 
Ho 


从 1 到 9, 每 个 数字 代表 一 个 自然 数 。 把 10 个 数字 
中 的 几 个 排列 在 一 起 ,还 可 以 表示 更 大 的 和 目 然 数 :10、11、 
12…… 这 就 是 全 体 目 然 数 的 集合 。 

两 个 自然 数 相 除 ,得 到 一 个 正 分 数 。 这 梓 , 我 们 又 和 
全 体 正 分 数 的 集合 打 起 交道 来 了 。 

个 集合 ,总 是 由 一 些 基 本 单元 组 成 的 。 这 些 基本 

单元 ,叫做 这 个 集合 的 ЛЖ 。 

比方 说 ,3 是 正 整数 集合 的 元 率 ， 3 属于 正 整 


” 数 集合 ; 己 是 正 分 数 集合 的 元 素 ， 或 者 说 二 属于 正 分 数 集 


在 代数 里 ,我 们 还 要 和 全 体 有 理 数 的 集合 ,全 体 实数 
的 集合 ,所 有 代数 式 的 集合 ,一 次 方程 的 集合 ,二 次 方程 
的 集合 打交道 。 

在 几何 里 ,我 们 又 接触 到 了 吕 的 各 种 集合 :直线 , 线 
段 , 圆 。 还 有 直线 的 集合 ,三 角形 的 集合 , 多边形 的 集合 

集合 ,是 数学 里 最 基本 的 术语 之 一 ,也 是 最 重要 的 概 
念 之 一 。 研 究 集 合 的 数学 ,叫做 集合 论 , 是 现代 各 门 数 学 
的 基础 


HIR FEF 


到 处 都 有 集合 


除了 在 数学 里 遇 到 集合 之 外 ,你 还 可 以 毫 不 费力 , 举 
出 形形色色 的 集合 来 。 

АЖАЛ, FARE FRR Ro XT HEA £ 
摆 的 所 有 的 样品 ,组 成 一 个 集合 ;每 一 件 样品 , 便 是 这 个 
集合 里 的 一 个 元 素 。 

到 了 教室 里 ,全 班 45 位 同学 都 到 齐 了 ,45 位 同学 组 
| 成 一 个 集合 。 这 个 集合 里 有 45 个 元 素 , 你 也 征 蕊 上 
| 元 素 。 班 里 有 20 位 女 同 学 ,这 20 他 女 同 学 也 组 成 一 个 入 


女 同 学 集合 便 是 全 班 同学 集合 的 一 个 子 集合 。 


Ve ПЫ дк a 
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20 TICAR, یاو‎ 45 7 个 元 素 之 中 。 这 


NINDINQ HL O http: Дуиѓе book. blog. 163. com [р 


到 处 都 有 集合 
о  . 丽 醒 

你 去 过 动物 园 吗 ? 动物 园 里 有 许多 珍禽 异 兽 : 调皮 
щй 可 爱 的 熊猫 ,凶猛 的 老虎 …… 它 们 也 组 成 一 个 集 
合 。 这 个 集合 有 多 人 少 元 素 呢 ? 我 说 不 上 来 ,要 到 动物 园 
нө ыа 动物 园 里 的 动物 , 又 分 为 哺乳 动 
物 、 禽 鸟 . 肥 虫 …… 它 们 各 自 组 成 一 个 子 集合 。 

李 老 师 只 有 一 个 孩子 。 李 老师 的 孩子 组 成 一 个 集 
合 。 这 个 集合 里 只 有 一 个 元 素 。 

所 有 比 10 小 的 素数 ,组 成 一 个 集合 。 这 个 集合 里 只 
有 2.3.5.7 四 个 元 素 。 

所 有 正 偶数 组 成 一 个 集合 ,2、4.68…… 无 穷 无 尺 ,这 | 

一 个 "无 穷 集 "。 线 段 48 上 的 点 ,平面 上 的 三 角形 ,所 | 

有 的 一 元 一 次 方程 ,分 别 都 组 成 无 穷 集 。 О у. 

也 有 这 样 的 集合 , 它 里 面 一 个 元 素 也 没有 ,叫做 " 空 | 
集 。 方 程 ”+ 1= 0 的 所 有 实 根 , 便 组 成 “个 空 集 。 因 т 


RL FS 有 一 е мд БОБИ | 
在 大 于 4 М {а е ا‎ 没 这 样 的 н К , 它 不 能 表示 о 
成 2 个 素数 的 和 ? 这 样 的 偶数 组 成 一 个 集合 , 它 也 许 是 
> 
名 的 哥 德 巴赫 问题 。 а 
许多 实际 问题 、 科 学 问题 和 数学 问题 , 归根结底 ,都 
是 要 弄 清 楚 某 个 或 者 某 些 集合 的 情况 р 
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名 词 的 集合 , 形 
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鸡 和 和 集 的 争论 


先 有 鸡 ,还 是 先 有 蛋 ? 这 是 一 个 流传 很 广 的 古老 问 
题 。 人 们 第 把 它 当 作 一 个 无 法 回答 的 问题 。 因 为 : 

说 先 有 鸡 ,那么 ,这 个 鸡 从 何 而 来 ? 当然 是 从 蛋 里 县 
HRM ВНЕ. 

说 先 有 蛋 , 那么 ,这 个 蛋 从 何 而 来 ? 还 不 是 鸡 生 的 ， 
岂 不 是 鸡 比 蛋 早 。 

也 许 你 会 说 :世界 上 并 没有 最 早 的 鸡 ,也 没有 最 早 的 
蛋 。 鸡 生 蛋 , 蛋 生 鸡 , 可 以 上 追 到 无 穷 远 , 本 来 就 不 存在 
什么 先 有 鸡 ,还 是 先 有 蛋 的 问题 。 

这 种 说 法 是 不 对 的 。 科 学 告诉 我 们 ;万物 都 有 历史 。 
大 量 的 事实 证 明 , 地 球 不 是 从 来 就 有 的 ,地 球 上 的 生物 不 
是 从 来 就 有 的 , 鸡 也 不 是 从 来 就 有 的 ,地 球 上 确实 应 当 有 
最 早 的 鸡 和 最 早 的 蛋 。 所 以 , 先 有 鸡 ,还 是 先 有 蛋 , 这 个 
问题 是 有 意义 的 。 

基督 教 认为 :上 帝 造 人 ,上 帝 造 一 切 生 物 , 上 帝 也 造 
了 鸡 。 既 然 上 帝 是 造 了 鸡 , 那 就 是 先 有 鸡 了 。 按 照 这 种 
说 法 ,最 早 的 蛋 是 鸡 生 的 , 而 最 早 的 鸡 是 上 帝 造 的 。 

这 个 答案 倒 简 单 ,可 它 是 错 的 , 因为 根本 就 没有 上 
帝 。 生 物 学 的 研究 已 经 证 实 : 现 有 的 生物 是 在 亿 万 年 漫 
长 的 时 间 里 , 由 无 机 物 到 有 机 物 , 由 无 生命 到 有 生命 ,由 
单 细 胞 到 多 细胞 ,由 低级 到 高 级 ,逐渐 进化 来 的 。 
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1 具体 说 , 乌 类 是 由 疏 行 类 的 一 支 进化 来 的 ;而 鸟 类 中 

”中 | 的 某 一 个 分 支 ,又 演化 成 了 现代 的 鸡 。 古 往 今 来 的 鸡 虽 

然 很 多 ,可 总 是 有 穷 只 , 它们 组 成 一 个 “有 穷 集 "。 这 里 
面 ,总 有 一 批 是 最 早 的 。 


= 


ا "ا کے ا ا س کے کے 
TL =‏ 


a Н нн анаи "үн бин тн Г аы ишн инини ы" 
nm". "оз ,| 


ы ым 
一 个 渐变 过 程 。 简 单 说 ; 鸡 的 祖先 , 因为 遗传 性 
жалын ка аны. 以 后 ,又 
发 生变 化 , 才 了 逐渐 出 现 我 们 现在 看 到 的 鸡 。 


ШАШ: Ж 


АЩ 


м, ава АНГ REET EH Г а 
的 鸡 的 蛋 , 有 没有 资格 叫做 "鸡蛋 "? 要 是 它 可 以 叫做 " 鸡 
=” ,答案 就 是 先 有 鸡蛋 ,而 最 早 的 鸡蛋 ,不 是 鸡 生 的 ;要 
是 它 不 能 算是 “鸡蛋 ", 答案 就 是 先 有 鸡 ,而 最 早 的 鸡 ,是 
从 一 种 不 叫 "鸡蛋 "的 蛋 里 及 出 来 的 。 

这 样 看 来 ,只 要 我 们 把 鸡蛋 的 定义 弄 清楚 ,问题 便 很 
好 解决 了 。 也 就 是 说 ,全 体 鸡蛋 组 成 的 集合 ,究竟 包 括 哪 
些 元 素 ! 要 是 规定 : 鸡 生 的 蛋 才 叫 鸡蛋"。 那 么 , 谷 案 一 
定 是 先 有 鸡 。 要 是 规定 : 孵 出 鸡 的 蛋 就 算 * 鸡 蛋 "。 那 么 ， 
答案 一 定 是 先 有 鸡蛋 。 

这 样 看 起 来 ,要 弄 清 一 个 问题 , 讲 清 一 个 道理 ,有 关 
的 集合 的 元 素 一 定 要 交代 清楚 

研究 推理 的 学 问 叫做 逻辑 学 。 这 个 例子 ,说 明 逻 辑 
学 和 集合 论 是 紧 紧 地 联系 在 一 起 的 。 


一 一 一 س‎ 
К 


白马 不 是 马 吗 


ВАЕ, И 0 1] 1 1 УТА, 8 88 = = 72-388, В = 
ЗЕЯ, 4] М кк 18], — КОРЕИ о ЦИХ 
怪 论 或 者 诡 论 。 

2000 多 年 前 ,我 国有 一 位 善于 辩论 的 人 叫 公 孙 龙 。 
他 有 一 句 有 名 的 怪 论 ,叫做 "白马 非 马 ”。 
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КЕ 1 #9 
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， A 3F B REWA SFE So ТЕЕ, YÊ 
_ 能 相信 和 白马 不 是 马 昵 。 可 是 ,公孙 龙 偏 有 他 的 和 焉 道理 :要 
аап, А, ыш, уну, У 


= ERS 917 
马 ,那么 ,黑马 就 是 白马, 黑 就 是 白 了 。 岂 不 芒 户 。 | 


这 启 的 毛病 出 在 什么 地 方 呢 ? 

毛病 在 于 :日 单 倍 医用 的 语言 ,是 不 精确 、 不 严密 的 
而 同一 个 词 ,又 往往 有 不 同 的 含义 。 我 们 平时 说 话 , 只 要 
能 听 屠 ,不 误会 ,也 就 可 以 了 ;要 是 用 来 认真 地 讨论 问题 
就 容易 出 现 漏 凋 。 这 就 给 公孙 龙 胡 说 以 可 乘 之 机 。 

好 。 让 我 们 来 分 析 一 下 吧 。 


拿 " 白 马 是 马 " 的 "是" 字 来 说 ,常见 的 有 3 种 合 
一 “是 "可 以 表示 一 +, 3 市 尺 是 1 米 ,《 阿 0 0 
的 作者 是 鲁迅 …… 这 时 “是 "就 起 了 数学 中 的 “等 号 的 


作用 。 
: _ 二 、“ 是 "可 以 表示 元 素 和 集合 之 间 的 归属 关系 。 在 
А 2 7 _ HME ERROR ABE, BM 2 де — 个 
| 数学 家 ,而 我 国 十 代 的 数学 家 却 很 多 ,一 个 人 不 能 等 于 和 
. о. С 多 人 ,中 能 Е = 3 很 多 人 组 成 的 集合 


三 、“ 是 "可 以 用 来 表示 两 个 和 集 А 之 间 的 包含 关系 。 

с 在 “ 狗 是 哺乳 动物 "这 句 话 里 , 狗 表示 一 个 集合 一 一 由 所 

| 有 的 狗 组 成 的 集合 ,哺乳 动物 也 表示 一 个 集合 。 这 人 句 话 

у 一 个 人 兼职 太 多 了 ,会 顾此失彼 。 一 个 字 的 含义 太 
多 了 ,容易 造成 含糊 和 混乱 。 一 字 多 解 , 在 文学 作品 中 是 
双关 语 、 俏 皮 话 的 材料 ;而 在 认真 的 讨论 中 ,有 时 就 成 为 
诡辩 的 得 力 工具 了 。 


А22 AY HEHE 


公孙 龙 的 化 招 


现在 , 回 到 “白马 是 马 "的 问题 上 。 这 里 的 “是 " 字 , 是 
以 什么 身份 出 现 的 呢 ? 在 这 里 ， 

白马 ,是 由 所 有 白色 的 马 组 成 的 集合 ; 马 ,包括 了 白 
马 、 黑 马 、 老 马 、 小 马 …… 是 由 所 有 的 马 组 成 的 集合 。 

很 明白 ,白马 是 马 ,无 非 表示 : 白马 集合 包含 于 马 集 
合 。 也 就 是 白马 所 组 成 的 集合 ,是 马 集合 的 子 集 。" 是 ” 
字 在 这 里 ,表示 WAT ЕНГЕН ЮЗ АХ у 

要 是 白马 是 马 ,那么 ,白马 = 马 ;要 是 黑马 是 马 , 那 | 
么 ,黑马 = 马 。 这 时 , 他 把 "是 " 字 当 成 "等 于 ", 得 到 白马 | 
= 黑马 ,推出 了 矛盾 。 这 就 是 说 ,白马 集合 不 包含 于 马 集 。 | 
合 。 也 就 是 说 ,白马 非 马 。 这 时 ,他 又 把 “是” 字 当 成 “ 包 
最 后 ,又 让 “是 " 字 起 “包含 于 "的 作用 。 偷 换 概念 ,是 爱 诡 | 
辩 的 人 的 拿手 好 戏 。 _ 

当然 ,公孙 龙 的 怪 论 中 没有 用 "是 " 字 , 而 用 了 " 非 ” | 
字 ,可 是 ， 非 "是 "是 "的 反面 。 既 然 "是 " 字 可 以 表示 等 ٤ 
于 、 属 于 和 包含 于 , 那么,“ 非 " 字 自然 也 可 以 有 3 种 不 局 
的 含义 ,就 是 不 等 于 、 不 属于 和 不 包含 于 。 
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明白 了 这 个 道理 ,我 们 就 会 对 付 公 孙 龙 了 。 当 他 在 
我 们 自前 说 什么 白马 非 马 的 时 候 , 只 要 问 他 一 句 需 : 

УЗЕ", ЖАТА ЕЕ? 是 "不 等 于 ", 是 “不 
包含 于 ,还 是 不 属于 YE? 

要 是 表示 "不 等 于 " ,白马 非 马 的 意思 ,无 非 是 说 : 白 
马 集合 个 等 于 马 集合 。 这 当然 不错 ,个 算 怪 论 。 要 是 表 
х 不 包含 于 , 那 就 宦 了 。 因 为 白马 集合 包含 于 马 集合 。 

要 是 表示 不 属于 ,月 马 非 马 是 婉 : 白 马 集 合 不 属于 
马 集 谷 。 这 也 对 。 因 为 马 集合 的 元 窒 , 是 一 匹 一 匹 具体 
的 号 ;而 昌 蕊 不 表示 条 一 匹 殿 体 的 号 ,只 表示 所 有 日 马 组 
成 的 集合 。 原 来 , 白 蕊 集合 是 马 集合 的 子 集 ,个 是 它 的 元 
素 。 它 们 之 间 的 关系 ,是 集 与 它 的 子 集 的 天 系 ,用 “ 包 合 
于 表示 ,不 用 属于 。 

ЛЕЛЕ ЛАА Е О, 公孙 龙 也 就 没 
有 什么 花招 可 要 了 。 


和 “白马 非 马 " 类 似 的 说 法 ,外 国 也 有 。 
德国 哲学 家 黑 格 尔 说 过 : 你 能 吃 樱桃 和 李子 ,可 是 不 


= Дх 2 
其 实 ,樱桃 和 李子 都 是 水 果 。 水 果 是 一 个 大 集合 ,楼 
桃李 子 是 这 个 大 集合 的 子 集 。 说 樱桃 是 水 果 并 没有 和 销 。 
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谋 乃 水 果 也 没有 和 销 。 因 为 说 的 人 心里 清楚 , 久 的 人 
也 明白 ,意思 是 肥 某 个 水 果 。 用 数学 的 术语 来 说 , 驶 是 区 
Iz 水 果 集 合 里 的 菜 个 元 素 , 或 者 菜 些 元 素 。 不 过 ,日 弟 侈 
证 不 能 要 求 像 数学 那么 严格 ,只 要 大 家 明白 束 行 了。 妥 
是 不 说 "我 在 吃水 果 " ,而 说 "我 在 吃水 果 集 合 里 的 某 些 元 
素 ” ,别人 昕 了 , 反 币 会 糊涂 起 来 , 弄 不 明白 你 究竟 在 吃 些 
什么 了 。 

这 个 道理 , 听 起 来 有 些 希 奇 古 怪 , 细 想 一 下 ,类 似 有 的 
А 25151, 

йа) АК ДУМ А, RIT. RITE дА, ЭС FIR 
的 一 只 小 花 狗 , 便 是 具体 的 事物 。 这 里 ,大 概念 相当 于 一 
个 大 的 集合 ,小 概念 相当 于 子 集 ,具体 的 事物 ,相当 于 集 
| 会 里 的 元 素 。 
| 农村 的 笃 屋 和 态 房 ,城市 的 高 楼 和 大 厦 。 
， EA, ER EREFT? ARBRE KE АЕ, 


说 怪 也 不 怪 。 有 些 还 处 于 原始 社会 阶段 的 部 落 , 往 
只 有 具体 的 名 词 。 比 方 说 ,在 他 们 的 语言 里 ,只 有 老 
ااا‎ 和 Л. Л.з АКЕ р 偏偏 没有 单独 的 人 子 。 他 
| 1 们 会 说 3 只 羊 3 条 鱼 .3 只 狼 , 却 不 知道 单独 的 “3" 是 什么 


符号 神通 广大 
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我 们 已 经 讲 过 了 5 个 重要 的 数学 术语 。 这 就 是 . 
集合 TATE JSF 包含 于 。 
七 们 的 合 义 和 用 法 ,简单 地 讽 , 就 是 两 人 句 证 
合 是 由 某 些 事物 放 在 一 起 组 成 的 ,这 些 事物 ， 
都 叫做 这 个 集合 的 元 素 。 比 如 ae 是 集合 M 的 元 素 , 便 说 
а BT Mo 
一 、 要 是 四 集合 的 任 一 元 系 都 是 乙 集 合 的 元 素 , 便 信 
甲 集合 是 乙 集合 的 子 集 , 或 者 说 甲 集合 包含 于 乙 集 合 ,或 
аіл, жп Г Нв. 
用 2 个 符号 ,可 以 把 这 文 两 句 话 的 意思 表示 得 既 准 确 ， 
XJ î : 
一 个 符号 是 €" BREET: 
一 个 得 号 是 ”CC ", 读 作 包 含 于 。 
它们 都 是 集合 论 中 的 最 基本 、 最 重要 的 专用 符号 (还 有 一 
个 重要 的 符号 是 с ", 读 作 真 包含 于 )。 
E 出 现 的 时 候 , 前面 必 有 一 个 字 苹 或 者 其 他 符号 开 
твиВя тиЕе, па 


bC 5, EC 


жашы 
一 个 集合 ， 


ا 


个 元 素 эз ОР ^а 
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Е таны 
КЫТЫ 


和 侍 号 EC 也 必然 是 前 有 探 马 ” ,后 有 "卫士 "的 。 不 过 ， 
它 前 后 的 两 个 符号 都 代表 集合 ,不 像 € 那样 ,前 面 是 元 
кеч 后 血 才 是 集合 тш o 一 看 见 


Е р Es 子 集 的 子 " 字 ,使 人 联想 到 孩子 、 儿 子 。h FEB 的 子 
са. 集 , 有 点 像 说 :4 是 B 生 的 孩子 。 可 是 ,这 里 有 一 点 不 同 : 


2 2 孩子 总 比 父 母 小 ,而 А 有 时 却 可 以 和 8B 一 样 


з 为 什么 呢 ? 


Ыы 再 看 看 子 集 的 定义 就 清楚 了 :要 是 甲 集合 的 任 一 


| 素 都 是 乙 集 合 的 元 素 , 便 说 甲 集合 是 乙 集合 的 子 集 。 8, 


| ”要 是 乙 集合 就 是 甲 集合 , 甲 集合 的 元 素 当 然 也 是 乙 集合 
SS 的 元 素 。 所 以 , 按 定义 ,每 个 集合 都 是 自己 的 子 集 ,A4C 4 


永 延 定 对 的 。 


т 5. E 和 C 是 不 能 混淆 的 两 个 完全 不 同 的 符号 。 


E Жек О ACB, XA ВСА, ЯВ А 的 元 素 和 8B 
` 的 元 素 完 全 一 样 ,这 时 ,就 说 A4=B 了 。 
初次 见 到 多 和 GE ,也 证 你 会 觉得 奇怪 ,为 什么 要 用 这 
样 的 符号 呢 ? НУ е, ВЕ НН А1? 


Е 5 大 量 使 用 符号 来 代替 文字 ,是 数学 的 一 个 十 分 重要 
”| MBA 


{= MEI XA 


E 和 C 也 是 符号 。 
首先 ,数学 符号 非常 简便 。au 属于 S， 属 于 "两 字 有 
10 多 国 , 用 符号 竺 只 有 2 图, 多么 方便 。 列 小 看 了 简便 。 


硝 你 学 数学 


简便 可 以 布 省 时 间 , 这 可 不 是 小 事 。 

符号 的 第 二 个 好 处 ,是 意思 清楚 、 准 确 。 一 个 符号 只 
有 一 个 确定 的 含义 ,是 “专职 人 员 "。 在 日 常 语言 中 ," 属 
于 "这 个 词 可 用 在 很 多 地 方 : 荣誉 属于 人 民 , 狗 属于 哺乳 
动物 ,…… 而 在 数学 里 ,符号 "E "只 能 用 于 说 明 集合 和 它 
Улс ж 22 |8] ҢУЗ Я | 

符号 还 有 第 三 个 优点 , 它 是 世界 通用 的 。 在 翻译 数 
学 书 时 ,用 符号 组 成 的 式 子 , 只 要 照抄 кит 这 就 
с = 科学 成 果 的 交流 ,提供 了 很 大 的 方便 。 有 人 曾经 设想 :要 
в. 是 我 们 有 一 天 能 和 外 星人 取得 联系 ,那么 ,能 7 а E 这 两 
| ”类 语言 不 通 的 智慧 生物 互相 理解 的 东西 ,在 开始 的 时 候 ， 
| ”也许 只 有 音乐 .图 画 和 数学 里 的 图 形 与 符号 。 
с 符号 的 好 处 值得 一 提 的 ,还 有 它 的 醒目 的 特点 ,能 使 
с ол. 人 在 头脑 里 迅速 做 出 反应 。 

另外 ,由 于 使 用 了 符号 ,使 人 们 发 现 了 一 些 新 的 数学 
定律 .公式 和 数学 分 支 , 这 更 是 符号 的 大 功劳 。 在 这 方 
面 ,说 来 话 长 ,这 里 就 不 多 说 了 。 


”很 多 事物 ,因为 常见 常用 .习以为常 ,大 家 往往 不 去 
多 想 多 问 ,以 为 自己 已 经 十 分 明白 了 。 一 旦 寻根 究 底 ,这 
才 安 现 , 其 中 ,还 有 好 华 疫 有 和 弄 清楚 的 地 方 。 Ж 

你 早 就 学 过 加 法 。 现 在 问 你 :什么 是 相 加 ? ， 
也 许 你 觉得 太 简单 了 。 加 ,就 是 放 在 一 起 。3 个 苹果 у 


和 5 KERE, E в TER. ~ 
Пе. Ї , UH Т, ЛЕ 1+1=1 86? оз ша ш 


当然 不 是 。 猎 和 才 限 放 在 一 起 ,不是 算术 里 说 的 放 在 | 
起 。 或 者 说 ,算术 里 的 加 和 生物 化 学 里 的 加 是 不 一 样 的 。 г 


ГІІ 


六 你 字数 学 


册 问 你 一 个 问题 : 班 里 组 织 了 航模 和 无 线 电 两 个 课 
余兴 趣 小 组 ,一 个 小 组 有 3 位 同学 , 男 一 个 小 组 也 有 3 位 
同学 ,这 两 个 小 组 共有 多 少 同学 ? 

要 是 你 应 声 答 6 位 , 那 就 错 了 

不 六, 请 看 两 个 小 组 的 名 单 ， 

航模 小 组 : 李 华 、 江 明 、 徐 记 高 ; 

无 线 电 小 组 : 丁 一 、 李 华 、 林 小 海 。 

你 数 一 数 , 两 个 小 组 共有 几 位 同学 ? 一 共 是 5 f, A 
为 李 华 一 个 人 参加 了 了 两 个 小 组 。 


XP E 3+346, 而 是 不 能 用 算术 里 的 相 加 来 解决 

这 样 的 问题 。 

类 似 的 问题 很 多 。 例 如 : 

王 老 师 有 一 个 孩子 , 李 老 师 也 有 一 个 孩子 ,两 位 老师 
共有 有 多少 孩 子 ? 

李 华 看 过 21 部 电影 , 江 明 看 过 17 部 ,两 人 共 看 过 多 
人 少 部 电影 ? 

对 这 样 的 问题 ,都 不 能 简单 地 把 数 一 加 了 事 ! 
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一 神 新 的 加 法 


一 种 新 的 加 法 


有 些 放 在 一 起 是 多 少 的 问题 ,不 能 用 数 的 加 法 来 直 
接 计 算 。 

数 有 的 加 法 ,只 能 用 在 某 些 放 在 一 起 的 问题 上 。 第 一 ， 
放 在 一 起 的 东西 要 是 同类 的 。!1 头 牛 和 1 只 于 ,不 能 用 1 
+1=2 的 办 法 去 算 。 这 则 做 癌 名 数 才 能 祖 加 。 第 二 , 放 
在 一 起 的 两 组 东西 ,在 它们 之 间 不 能 有 有 公共 成 员 。 你 家 


аз 人 喜欢 数学 ,3 人 喜欢 文学 ,就 可 能 只 有 5 人 ,而 不 是 
8 人 。 


这 些 请 规 戒 律 是 不 可 作 的 。 

Tie, ТЕЗЕК ЛЕН, RII AF Шу 1) — Ж Дх [в] 22 ® 
的 东西 几 组 有 公共 成 员 的 东西 放 在 一 起 算 的 问题 。 斧 
ЯД: 

两 个 班 的 同学 共 Y] 有 多 少 种 报刊 ? 

两 个 动物 园 共 有 多 人 少 种 珍禽 开 兽 ? 

中 国 各 地 共有 哪些 野生 动 植物 资 瘟 ? 

处 理 这 些 问 题 , 就 必须 有 一 种 不 受 那 些 靖 规 玻 律 约 


| 束 的 加 法 ,这 就 是 集合 的 加 法 ' 


с 把 甲乙 两 个 集合 的 元 素 放 在 一 起 ,组 成 一 个 新 的 集 
| 合 丙 , 丙 叫 做 甲 与 乙 的 "和 集 "。 为 了 区 别 于 数 的 加 法 ,再 
Г 也 叫做 甲 与 乙 的 "并 集 ”, 或 者 简单 地 叫做 "并 "。 

С 也 许 你 会 问 ;一 个 元 素 既 属于 甲 又 属于 乙 , 那么 
| 在 并 集 两 中 算 一 个 元 素 ,还 是 算 两 个 元 素 呢 ? 


ы. 当然 是 一 个 元 素 。 两 个 课余 兴趣 小 组 在 一 起 开会 


| 时 , 李 华 虽然 参加 了 两 个 小 组 ,可 是 开会 时 ,仍然 只 给 
а 准备 一 个 座位 。 各 班 都 订 了 《中 学 生 / 杂 志 ，, 在 统计 全 校 
С ا‎ 订 有 的 报刊 种 类 时 ,仍然 只 算 一 种 。 

л 甲 班 订 了 10 种 报刊 , 乙 班 也 订 了 10 种 报刊 , 问 甲乙 
” ”| 两 班 共 订 了 多 少 种 报刊 ? 这 就 是 问 并 集 里 有 多 少 元 素 的 


п 梧 题 。 


м 订 了 多 少 种 报刊 呢 ? 这 可 难说 。 也 许 有 20 Ж}, 也许 
| нонат оя. зея. озона 
| 报纸 有 几 种 。 要 是 有 5 种 是 一 样 的 , 那 就 共 订 了 15 种 。 


т KK) Ê. 


e М МГ ГӨ Ла шл." 


一 夭 新 的 加 法 


0( 甲 集 元 素数 ) + 10( 乙 集 元 素数 ) - $( 甲 、 乙 公共 元 

к. = 15 (并 集 元 素数 )。 

这 样 ,我们 就 有 了 -=-- 个 gt 

(两 集 元 素数 的 和 ) - (两 集 公 共 元 素数 ) = (FEX 
Ж.) o 

这 么 说 起 来 ,要 天 清 并 集 里 有 多 少 元 素 ， 非得 知道 两 
集 有 哪些 公共 元 素 不 可 吗 ? 

对 。 力 、 乙 两 集 公 共有 元 素 , 也 束 是 夺 些 既 属 于 甲 、 
又 属于 乙 .的 元 素 , 它 们 组 成 的 集 , 叫做 甲 集 相 乙 集 的 " 交 
ЖЕ" ,或 者 简单 地 叫做 " 交 ”"。 并 和 交 , 是 集合 论 里 的 一 对 
基本 运算 。 


思 ж 题 ч 

1. 有 个 淘气 的 同学 ,给 自己 算 了 一 笔 时 间 账 ,发 现 他 简直 没 时 |。 
EVR f: E о 

每 天 睡 8.5 小 时 ,一 年 睡 129 KES; 2 

两 个 月 闭 假 和 一 个 月 寒假 ,是 9 天 ; о 

每 天 吃饭 用 掉 2 小 时 , 共 30 天 还 多 ， 

карны лоне. 2 

元 旦 等 假日 8 天 以 上 。 

以 上 共有 1li29+78+90+304+30+8=365 Ko 
一 年 365 天 正好 ,怎么 还 能 上 课 呢 。 

请 问 这 笔 账 错 在 哪里 了 ? 

2. 全 班 36 位 同学 ,数学 得 90 分 以 上 的 27 人 ,语文 得 90 分 以 
上 的 21 人 ,两 门 都 得 90 分 以 上 的 18 人 , 问 两 门 都 不 满 90 分 的 有 
多 少 人 ? 


le 
арны АЕ 


什么 叫做 相交 


陈 煞 是 我 国 的 元 帅 , 又 是 热情 奔放 的 诗人 。 他 和 曾经 
风趣 地 说 : EFA 4, Е TIN; 7600 4 PF, 8 
Юр 是 一 个 诗人 。 AR RARER 22 12), ЛЛ Н с Ж 
0 算 不 得 元 帅 ,也 算 不 得 诗人 。 实 际 上 , 陈毅 是 当之无愧 的 
тл 元 帅 兼 诗人 。 

к 要 是 用 数学 语言 来 表达 ,就 可 以 这 样 说 :我 国 所 有 的 
元 帅 组 成 一 个 元 帅 集合 ,所 有 的 诗人 组 成 一 个 诗人 集合 ， 
陈毅 就 属于 这 两 个 集合 的 交集 。 

交集 这 个 词 , 许 多 人 不 知道 。 可 是 ,交集 这 个 概念 ， 
Е 5. 大 家 Зр RL Еа 2 ТЕ 用 。 学 ] 5 拍 + ДУ 时 候 ; {+ {+ 7 | 出 儿 АХ 
| 必要 的 条 件 ,每 个 条 件 可 以 确定 一 个 集合 , 属于 这 几 个 集 
SE 合 的 交 , 才 准 报名 。 


т 在 数学 课 上 ,我 们 更 是 常常 接触 到 交集 。 两 直线 的 


E 交点 ,也 就 是 两 直线 的 公共 点 。 把 一 条 直线 看 成 它 上 面 
О 的 点 的 集合 , 那么 ,交点 就 是 两 个 点 集 的 交集 的 元 素 。 
ЖОО 尔 还 可 以 举 出 ,直线 和 圆 相交 、 空 间 两 平面 相交 等 许 
ЛАФ, 
и 有 一 个 有 趣 的 问题 :在 一 粒 花生 米 的 表面 上 , 可 以 找 
а> ЕЕ 到 一 条 能 够 一 丝 不 差 地 贴 在 乒乓 球 表面 上 的 曲线 吗 ? 
也 许 你 以 为 这 是 一 个 很 难 的 立体 几何 问题 ,其 实 简 
单 得 很 :把 花生 米 曲 面 和 乒乓 球 表面 随便 交 一 下 便 行 了 
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РАШН 3 


Л, В 28587 ЛЖ, Ж! 


白 就 百 思 不 解 了 。 


思 Ж 题 
交集 的 概念 ,和 方程 组 的 解 有 什么 关系 ? 


НЫР I С 
EEE 
" “л = н." л "ли ы" 


没有 来 的 举 手 


在 一 次 班会 上 ,老师 问 道 :都 到 齐 了 吗 ? XA RIYÊ 
8%. 


.这 当然 是 一 句 玩 笑话 。 要 知道 哪些 同学 疫 有 来 ,从 
要 弄 清楚 哪些 同学 来 了 就 可 以 了 。 

全 班 同学 组 成 一 个 集合 ,出席 同学 组 成 它 的 一 个 地 

集 。 从 全 班 同学 集合 中 去 掉 出 席 同 学 集合 中 的 元 素 , 算 


Жз ЖЕЗ#Е-ЕР 


下 的 就 是 缺席 的 同学 ,他 们 组 成 万 一 个 于 集 。 
ЕЕЕ TF RIERA E E HF E 
KR LT ES, UTM RIM, RFMD ЕЕ Н 
让 的 集合 。 
膏 到 互补 ,必须 先 和 一个" 全集 "。 讽 转 集 相 乙 集 互 
外 ,是 相对 于 全 集 说 的 。 刚 才 说 的 全 集 , 就 是 全 班 同学 的 
集 。 


这 个 互补 的 意思 ,在 日 常生 话 中 ,在 数学 里 , 都 很 重 
要 。 

现在 几 点 了 ? 9 2 5 27 KETM 8 дү 55 分 ,十 
因为 9 = 5 7 E 21 ЛАЈЕЈ 3 FB 7ê BB, XM H2 了 
补 的 思想 。 影 上 经 党 看 到 ,公安 人 员 侦 破案 件 
时 ,总 是 不 断 地 把 确证 不 可 能 做 案 的 人 排除 ,一 步 一 步 地 
缩小 调查 范围 ,这 也 用 到 了 补 的 思想 。 

在 学 习 心 算 和 速算 的 时 候 , 补 数 的 用 途 很 多 。 进 位 
加 法 的 口诀 是 " 进 一 减 补 " ,退位 减法 的 口诀 是 退 一 加 
补 ”"。 乘 法 速算 用 到 补 数 的 地 方 也 不 少 。 

补 的 思想 还 可 以 再 推广 : 按 加 法 ,9 和 1、97 和 3,49 
和 S$1…… 是 互补 的 ; 按 乘 法 ,0.2 е 5.4 和 ӨӨ: 也 可 
以 说 是 互补 的 。 不 过 ,为 了 避免 ， 它们 互 为 倒 
数 。 倒 数 在 速算 中 也 很 有 用 。 

在 几何 里 , 补 角 和 余 角 ,都 是 互补 思想 的 应 用 。 不 
过 ,以 直角 为 标准 时 不 叫 互补 ,而 叫 互 余 才 了。 

并 、 交 、 补 是 集合 之 间 的 3 类 重要 运算 。 它 们 在 逻辑 
的 研究 中 ,在 电子 计算 机 的 设计 和 应 用 中 ,都 有 很 大 的 用 
处 | 


Н ЛЕ ЕШ Ж 


1983 年 是 Ж 年 。 当 邮局 开始 出 售 一 张 印 有 1 XA 
肥 猜 的 邮票 时 , 许多 集邮 迷 和 争 相 购买 ,生怕 买 不 到 这 
猿 。 


М 


ЫЯ 
ы, 
“ 


为 什么 要 把 年 与 猪 联系 在 一 起 呢 ? 

这 是 我 国 干支 记 年 的 通俗 说 法 , 在 民间 流传 已 久 。 
它 用 12 种 动物 轮流 标记 年 份 ,顺序 是 鼠 、 牛 虎 、 免 、 龙 、 
کک غ‎ ЗЕ ل‎ 38058 


狂 生 年 的 游戏 


1983 年 是 猪 年 ,1982 年 便 是 狗 年 ,1984 年 便 是 鼠 年 。 
要 是 你 是 上 一 个 猪 年 一 一 1971 年 生 的 ,到 1983 年 这 个 猪 
年 的 生日 那天 ,全 是 12 95, 

一 个 人 出 生 那 年 是 猪 年 ,他 的 "生肖" 便 吓 猪 ,也 讽 他 
“ 属 猪 "。 类 似 的 , 属 牛 、 属 狗 等 等 。 和 生肖 比 年 代 形 象 好 
记 。 知 道 了 一 个 人 是 属 猪 或 者 属 狗 ,就 容易 推算 出 他 的 
年 龄 。 要 是 推算 错 了 ,一 错 就 是 12 > ,很 容易 发 现 。 

下 面 , 讲 一 个 猜 生 肖 的 游戏 。 

”把 这 12 种 动物 田 在 一 张 纸 上 如 图 : 


На -Ш mE ПЕР rH 
ee PIL 


ا 


mm" ЫНДЕ 


ТЕНЧИ. 


大 你 学 数学 


把 卡片 盖 在 十 二 生肖 图 上 ,能 看 见 的 6 个 是 卖 、 牛 、 
蝶 、 猴 、 狗 、 猪 ,就 是 1、2、6、9、11、12。 请 你 的 一 位 朋友 来 ， 
只 要 问答 4 次 ,你 便 能 准确 地 说 出 他 的 生肖 来 。 具 体 玩 
法 是 : 

к (9 Е, 15]: “现在 能 看 见 你 的 生肖 吗 ?”" 你 
的 朋友 如 能 ,你 便 记 个 “0” 在 一 张 纸 上 ;说 "不 能 ”, 便 记 
个 x “。 当 然 , 你 记性 好 ,不 用 纸 笔 ,在 心里 记 下 ,游戏 的 
效果 就 里 好 fo 

然后 ,把 卡片 怖 时 秆 方向 转 90°, 0] — У ІХ, 78 
里 露出 来 的 6 个 是 锡 、 龙 、 猴 、 猪 、 牛 、 虎 。 因 为 这 么 一 转 ， 
对 应 的 号 码 都 加 了 3, 而 加 3 后 大 于 12 的 再 减 12, 于 是 ,1 
-—>4,2—»5,6-—>9,9—>12,11—>14—>2,12—>15->3,‚ 5] 8 Ч А 
а. Ў.Ж... 1 o 

Р 90°, |5] — 0; BFE 90°, 问 一 次 。 根 据 4 次 回答 ， 
你 马上 可 以 定 出 他 的 生肖 来 。 要 是 4 次 回答 是 "0x x 
х", ЯЛЕ о 

为 什么 呢 ? 

你 这 样 转 动 4 次 ,反复 试 斌 ,容易 发 现 卡 片 润 设计 得 
很 好 : 

一 、 在 4 个 角 上 的 忌 免 、 马 鸡 , 都 只 出 现 1 次 ;依次 
靠 后 的 牛 、 龙 、 羊 、 狗 ,都 要 出 现 2 次 ;再 依次 靠 后 的 虎 、 
蛇 、 猴 、 猪 ,都 要 出 现 3 次 。 这 就 把 十 二 生肖 的 出 现 等 分 
成 3 类 ;而 且 每 一 类 中 的 4 个 ,出 现 的 先后 又 正好 不 一 样 。 
要 是 4 次 回答 中 只 有 一 个 “0” ,而 且 是 第 一 次 出 现 , 那 肯 
ХЕХЕ Го 

二 、 回 答 只 可 能 有 1P. АНУ-Т Н, 
不 重复 ,也 不 遗漏 。 所 以 , 你 能 根据 回答 的 情况 ,准确 给 
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甜 华 华 的 游戏 


:清楚 了 


二 
РА 


与 十 二 生肖 的 关系 , 列 个 和 表 


次 回答 


| ш = 


0 0 0 x 猪 (12)。 


0 0 x0 7&(9), 


10 


11 


12 


‚ВЖ 10.11. 


农村 赶集 有 1、4、7,2、5、8,3、6.9 的 规 
12 依次 放 在 后 面 ,就 记 住 了 这 个 表 。 


ж @ 
АЕ Н ШАК, RAE HSE A НУК ЯП, E E HY iE HE DÊ ê 


ا ا 
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Жок. Жү р Жыл "Жү, E тїй ш ER 
ж -Ге Ж. иы: жү аб? یا‎ 
"ي" "و"‎ С“ 


a лыш, л 
Et te 


РИ ЬЫ ТИНА ВРИЕ 
ЕТАН РЕС жа" 
РЬ бн ا‎ „ 
ОРН З Кы Кы ы ы > ы лый экы 
有 
„шн Клык ЖЛ аа Er GE 


ПАТИ 
lr 


НКЗ O 


EFF CTT RK Л: 


也 许 你 会 问 , 猜 生肖 游戏 的 解答 表 , 怎 么 那么 有 规 
律 ?” 它 是 怎么 设计 出 来 的 呢 ? 

你 看 ,在 卡片 转动 的 时 候 , 角 总 是 落 在 角 上 。 我 们 要 
定 只 在 卡片 的 在 上 角 挖 1 个 洞 , 当 它 转动 的 时 候 , 顺 次 看 
NRE R&R & A Jo 


РМ, К Оххх, RREXOx x, BÊ x x0 
x , 鸡 就 是 x x x0。 

这 只 解决 了 4 个 , 那 8 个 怎么 办 呢 ? 卡片 上 可 只 有 4 
ТА, 

你 多 想 想 ,再 细 看 看 ,原来 牛 、 Ж. 羊 、 狗 这 4 个 ,也 分 
布 在 一 个 正方 形 的 4 个 角 上 ,只 不 过 这 个 正方 形 没 有 画 
Ж, ФЕ ЛУАЗ Г, О 

当 卡 片 转 动 的 时 候 , 这 个 看 不 见 的 正方 形 , 角 也 是 落 
到 角 上 的 。 在 这 四 个 角 上 也 控 1 个 洞 ,不 是 又 把 牛 、 龙 、 


手 、 狗 解决 了 。 不 过 ,这 次 在 4 个 角 只 控 工 个 词 ,就 太 粗 心 
了 。 比 如 在 牛 的 位 置 控 个 洞 ,卡片 转动 4 次 , 牛 就 是 0x 
x x , 牛 和 鼠 就 没有 区 列 了 。 

怎么 办 呢 ? 

在 这 4 个 角 上 控 2 个 洞 就 解决 了 。 有 了 2 个 词 ,在 卡 
片 转 动 4 次 中 , 牛 \ 龙 \ 狗 、. 手 都 会 出 现 2 次 ,这 就 和 鼠 、 免 、 
鸡 、 马 有 区 别 了 。 

卡片 上 多 了 这 2 个 洞 ,会 不 会 影响 万、 免 、 马 、 鸡 的 代 


不 会 。 这 2 个 洞 ,是 怎么 也 不 会 落 到 原来 的 角 上 去 


85 Ла Ж FFE 此 、 猴 、 猜 4 个 ,也 正好 在 一 个 正方 形 
J4 个 角 上 ,只 要 在 4 个 角 上 控 3 150917 £ o 
注意 的 是 那 6 0, TM E FHSS Ko 


.Ai 


说 的 ,只 是 其 中 的 一 个 。 


ti 考 ЯЙ 
你 想 一 想 ,卡片 上 的 洞 有 多 少 种 不 同 的 设计 方法 ? {ЕК 
可 以 有 多 少 种 变化 ?这 个 游戏 和 集合 的 并 有 什么 联系 ? 


ДЕ 27 СН 0 


重要 的 东西 放 在 柜子 里 ,往往 要 上 锁 。 

要 是 2 个 人 共同 保管 1 柜子 重要 东西 ,为 了 慎重 , 放 
上 2 把 锁 ,2 人 各 拿 1 把 锁 的 钥匙 。 这 样 ,只 有 2 人 同时 
在 场 ,才能 打开 。 

要 是 3 个 人 共同 保管 ,并 且 规 定 :只 要 2 人 在 场 , 便 可 
以 打开 柜子 ,而 1 个 人 是 打 不 开 的 ,应 当 怎 么 办 呢 ? 

容易 想到 :可 以 用 3 把 锁 , 每 人 拿 2 把 硼 匙 。 甲 、 忆 、 
两 3 个 人 ,ABC 3 把 锁 , 甲 拿 A、B 的 , 乙 拿 A、C 的 , 丙 拿 
B.C 的 。 这 样 , 谁 来 了 也 不 能 开 3 把 锁 , 可 是 任意 2 个 人 
来 ,就 可 以 了 。 

更 复杂 一 些 , 一 个 办 公 室 有 4 个 人 ,规定 够 3 个 人 才 
能 开 那 个 文件 柜 ,那么 ,至少 要 用 几 把 锁 ? 钥匙 又 应 当 怎 
样 分 配 呢 ? 


也 许 你 会 说 ,这 还 不 简单 ,3 个 人 用 3 把 锁 ,4 个 人 用 . 


4 把 锁 好 了 。 每 人 拿 3 把 钥匙 ,不 就 可 以 了 中? 

仔细 一 想 , 不 行 。4 人 当中 , 谁 也 不 能 拿 3 CH 6, 
要 是 甲 拿 了 3 把 ,而 第 四 把 在 乙 于 吝 , 忆 不 是 中 、 乙 2 А 
把 门 打 开 ГЙ& 

类 似 的 道理 , 谁 也 不 能 只 拿 1 把 。 

如 果 甲 拿 了 A, 另 外 3 个 人 手 里 都 不 可 能 有 A 不 
然 , 如 果 乙 手 里 有 A, 用 、C 内 3 AREF, CARAT BE 


迟 你 学 数学 


开 了 。 这 样 , 乙 、 肉 、 丁 3 人 就 打 不 开 了 ! НЯН 
Ao 

既然 谁 都 不 能 拿 1 把 或 者 3 把 , 那 就 只 剩 下 每 人 2 把 
这 一 种 可 能 了 。 每 人 2 把 行 个 行 呢 ? 

要 是 甲 拿 到 A、B2 把 ,那么 ,另外 3 人 中 也 有 А.В, 
则 3 人 来 了 怎么 开 昵 ? 设 乙 内 在 一 起 就 有 了 А.В, 7 
用 乙 、 内 3 人 能 开锁 , 乙 、 肉 两 人 也 能 开 了 。 所 以 ,4 把 锁 
ze 1 Јо 

5 #09116? 可 以 证 明 ,$ 30105147. &ЗЕШ ЕЩ НҢ Ж 
ж, EDE 6 把 锁 , 钥匙 的 具体 分 配方 案 是 : 

用 .1、2、3; 乙 :3、4、5; 内 :5、6、1; J :2、4、0。 


а 考 十 
为 什么 5 把 锁 不 行 ? 用 6 把 锁 时 ,还 有 没有 其 他 分 配 钥 证 的 
方法 ? 请 你 想 一 想 , 能 不 能 运用 集合 的 交 、 并 、 补 ,把 这 2 个 问题 说 


Е 


驯鹿 有 多 少 只 


以 前 ,在 北方 的 寒冷 地 带 , 生 活着 一 些 原 始 部 族 。 他 
们 常常 养 着 许多 驯鹿 ,就 和 农 牧 民 养 马 、 驴 、 牛 、 羊 一 样 。 

一 天 ,一 位 远方 的 客人 来 到 了 这 里 。 主 人 纯朴 好 客 ， 
盛情 招待 之 后 , 又 请 客人 参观 自己 的 驯鹿 群 。 客 人 在 赞 
美 主人 的 勤劳 和 富足 之 后 ,提出 了 一 个 问题 ; 尊 冤 的 主 
人 ,你 家 有 多 少 头 驯鹿 呢 ? 

这 使 主人 有 点 为 难 了 。 他 说 :我 们 并 不 经 弟 清 氮 引 
RENAN, EEA 1 头 驯 鹿 跑 出 去 ,我 们 看 见 了 ,会 把 蕊 
EAR: 不 过 ,既然 尊贵 的 客人 希望 知道 驯鹿 的 数目 ,我 


于 是 ,他 喊 来 了 妻子 .2 个 儿子 和 1 工 个 女儿 。 他 想 了 
想 , 又 请 来 了 3 位 邻 人 。 ны eee 
дыр сур ::Ж MAH 7 А с. ВУХ, 

主人 把 驯鹿 放出 栏 外 ,再 1 头 1 头 地 赶 回 来 ,每 回来 
1 头 , 便 有 人 屈 回 1 个 手指 。 最 后 ,主人 得 总 地 同 洛 人 人 议 : 
看 见 了 吧 ,我 的 驯鹿 比 7 个 人 的 手指 头 还 多 4 头 呢 。 

这 便 是 许多 原始 部 族 的 计数 方法 。 

我 们 的 祖先 ,很 久 以 前 也 是 这 样 计数 的 。 正 是 因为 
每 个 人 有 10 个 指头 ,所 以 世界 各 地 的 人 们 ,差不多 都 不 
约 而 同 地 用 了 十 进位 的 记 数 方法 。 在 有 些 惯 于 赤脚 的 部 
族 ,也 有 把 脚趾 用 上 的 ,这 就 是 二 十 进位 的 “ 亦 脚 算术 。 
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ETL" 
r 


攻 汐 地 方 的 原始 部 族 只 用 手指 ,因为 那里 的 天 气 太 
仿 了 , 打 示 脚 是 不 行 的 。 


这 个 办 流 真 好 


这 个 办 法 其 好 


也 许 你 认为 原始 部 族 在 计数 方面 太 不 高 明了 ,简直 
各 一 -年 级 的 小 学 生 差 不 多 。 可 是 ,他 们 计算 数 时 所 用 的 
基本 原则 , 却 是 非常 科学 的 ! 这 个 原则 就 是 :要 是 在 两 个 
集合 的 元 素 之 间 , 可 以 建立 起 一 一 对 应 关系 ,那么 ,这 两 
个 集合 的 元 素 便 是 一 样 多 的 | 

一 群 驯鹿 组 成 了 集合 4 ,一些 手 指 组 成 了 集合 B,1 
个 集合 之 间 , 建 立 了 一 一 对 应 ,我 们 就 知道 了 :有 和 多少 手 | 
A. RA SIME! 现在 ,这 里 是 7 个 人 的 手指 外 加 4 个 м 
手指 ,驯鹿 便 是 这 么 多 一 一 74 头 。 
对 应 ,非常 有 用 上 而且; 即使 不 知道 一 
个 词 , 人 们 也 经 常用 到 它 。 

学 校 包 了 一 场 电 影 。 辐 学 们 纷纷 挤 在 电影 院 星 。 市 
队 的 同学 很 着 急 ,人 椅子 不 够 坐 。 于 是 ,他 宣布 不 分 年 级 
和 班组 ,一 个 挨 一 个 坐 下 。 结 果 ,椅子 正好 够 坐 。 

夏天 ,你 吃 过 清凉 的 人 丹 。1 LAFF 50 粒 , 这 50 
粒 是 怎样 不 多 不 少 地 次 进去 的 呢 ? 原来 女工 手 里 拿 1 个 
市 把 的 小 竹 板 , 竹 板 上 刻 有 半球 形 的 50 个 小 党 俩 。 她 把 
竹 板 在 人 丹 堆 里 一 抄 , 每 个 富里 有 1 粒 人 丹 , 于 是 :不 多 。 
也 不 少 ,正好 50 粒 。 这 正 像 人 们 常 说 的 :一 个 萝卜 一 个 ” | 
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到 图 书馆 去 住 书 , 要 移 查 阅 图 书 卡片 。 书 库 里 有 一 
种 书 , 卡 片 相 里 就 有 一 张 卡 片 , 卡 片上 与 着 书 名 、 作 者 、 员 
数 …… 这 也 是 一 一 对 应 。 这 种 对 应 ,方便 了 读者 。 

到 了 一 个 大 城市 ,了 最 好 准备 一 张 市 区 交角 地 图 。 ۴ 
时 的 街 章 . 电 丰 路 线 、 公 共 交 本 路 线 , 在 儿 上 一 县 了 然 , 这 
也 是 一 一 对 应 。 这 种 对 应 ,方便 了 旅客 。 

用 一 一 对 应 的 思想 和 方法 ,还 可 以 使 不 好 计数 的 变 
得 众 易 计数 ,不 易 掌 握 有 的 变 得 容易 掌握 ,不 好 理解 的 变 得 
容易 理解 。 

下 面 的 这 个 蛋 力 游戏 ,就 可 以 用 一 一 对 应 的 思想 来 

国际 象棋 盘 有 4 个 方 格 , 黑 和 白 相 旧 ， میت‎ 
ТВІР Р 816 — А“, ВЕ Л ВЕ FE 62 121, 87 
成 31 个 长 为 2、 宽 为 1 НУТ ЖЕ? 


这 个 办 法 真 好 


剑 应 当 在 1 分 钟 之 内 回 党 :不 行 。 因 为 前 去 的 2 个 方 
格 颜色 相同 , 剩 下 的 方 格 , 黑 方 格 相 上 自 方 格 不 能 一 一 对 应 
了 ,向 每 个 2x1 НЕК, ЛЕЖА. 


教室 里 有 7 排 椅 子 , 每 排 有 7 个 座位 ,49 位 同学 每 人 1 个 位 
子 ,能 不 能 调换 一 下 位 置 ,使 每 人 都 坐 到 相 邻 的 (前 后 左右) 位 
置 上 去 ? 


I HERF HF | ] 


拍 日 依 山 尽 ,黄河 入 海流 。 
欲 穷 千里 目 , 更 上 一 层 楼 。 
唐 朝 王 之 次 的 这 首 圭 ,20 个 字 便 写 出 了 黄 锋 日 落 时 ， 
HELLY 6721109 у= 3%. 
一 天 , 丁 用 20 张 小 卡 片 ,分 列 写 了 这 20 TF, рУ 


”一 琶 拿 在 手 上 。 最 上 面 一 张 是 “白字 。 


卡片 移 到 最 下 面 。 移 掉 6 张 之 后 , 便 出 更 六 日 字 。 

又 这 样 移 挥 6 张 ," 依 " 字 又 出 现 了。 以 后 ,每 从 上 移 
下 6 张 , 便 出 现 了 诗句 中 的 下 一 个 字 。 最 后 剩 在 于 里 的 ， 
是 E 字 。 在 劳 观 看 的 同学 感到 告 惨 :他 预先 是 按 什 么 
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顺序 把 卡片 排 好 的 呢 ? 
动手 计算 ,要 花 不 少时 间 。 利 用 一 一 对 应 , 却 有 一 个 
简单 的 排 法 
在 纸 上 画 一 排 20 个 方 格 ,在 最 左面 的 方 格 里 写 上 号 
码 1, 空 6 个 格 写 2, 再 空 6 格 写 3; 在 3 的 右边 ,现在 只 
1 2 3 


5 TEH f, و‎ 格 1 个 ,然后 与 4, 以 后 继 


续 这 样 数 下 去 。 每 跳 过 6 空格 ,就 顺序 填 一 个 号 码 , 直 
到 20. 


1104141315122795181611319208617 


最 后 ,把 诗 中 的 20 EFE, BIE 50, BFE LE 

排 好 的 号 码 顺 序 夫 成 一 巷 , 有 目 上 市 下 十: 

各 流 山 里 千 目 穷 日 河 海 尽 一 更 欲 依 层 楼 入 黄 上 

这 个 有 趣 的 游戏 ,还 有 种 种 不 同 的 玩法 。 可 以 用 不 同 | 
的 诗 ,或 者 要 求 把 扑克 牌 这 样 一 张 张 地 按 指定 的 顺序 出 现 。 | o 
而 且 , 也 不 一 定 每 隔 6 张 抽 1 张 。 可 以 先 隔 1 张 抽 1 张 再 | 
而 2 张 抽 1 张 ,然后 隔 3 张 抽 1 张 ,就 显得 更 有 趣 了 。 LL 

这 样 把 20 个 字 的 顺序 重 排 一 下 ,也 就 是 把 一 个 集合 _ 
的 20 个 元 素 , 和 自己 一 一 对 应 了 一 下 。 这 种 集合 到 目 身 
的 一 一 对 应 ,叫做 “置换 "。 在 数学 中 ,置换 是 一 种 很 有 用 
的 一 一 对 心 。 


思 ж дй oo ھھھ‎ 

李 华能 熟练 地 把 打 乱 了 的 魔方 还 原 为 6 面 单 色 。-- 天 ,小 王 | 

全 了 1 个 打 乱 了 的 魔方 问 李 华 :你 能 把 你 手中 的 魔方 打 乱 得 和 我 с 

这 个 一 - 模 一 样 吗 ? 李 华 一 下 子 被 难 住 了 。 过 了 几 分 钟 ,他 便 想 到 
了 一 个 必然 成 功 的 方法 。 你 知道 他 用 的 是 什么 方法 吗 ? 
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巧 排 成 诗 的 游戏 ,关键 在 于 顺序 。 一 首 好 诗 , 把 字 的 
顺序 打 乱 ,就 不 成 为 诗 了 。 
事物 的 顺序 ,有 时 候 是 很 重要 的 。 打 扑克 牌 ,能 不 能 
得 到 胜利 ,要 看 出 牌 的 顺序 。 下 象棋 , 先 走 什 么 , 后 走 什 
么 ,也 很 有 讲究 。 
学 化 学 , 门 捷 列 夫 的 元 素 周 期 表 很 重要 。 门 捷 列 夫 
是 怎样 发 现 周 期 表 的 呢 ? 他 是 把 几 十 种 元 素 , 按 原子 量 
的 大 小 , 自 小 而 大 排 成 顺序 , 才 发 现 了 这 个 表 的 。 
有 时 候 , 顺序 本 身 并 不 重要 。 可 是 ,为 了 方便 ,还 是 
ур 要 排 个 先后 。 报 纸 上 登 载 出 席 一 些 重 要 会 议 的 人 员 人 名 
т ёа, ФЛП — ВВ: BHR E EA Fo XRAY, Їй 
Ж 序 本 身 ,不 包含 什么 意义 。 因 为 总 得 有 个 先后 ,不 然 怎么 
印 报 和 读 报 呢 。 
英文 字母 是 从 А,В,С 开始 的 。 这 是 个 习惯 ,没有 多 
少 道理 。 不 规定 个 顺序 ,可 怎么 查 字 典 呢 。 
在 生活 里 , 买 东西 , 乘 车 ,人 多 了 要 排队 ,是 文明 的 表 


是 Же 
在 数学 里 , 数 有 大 小 ,运算 要 先 乘除 后 加 减 …… 也 常 
常 要 用 到 顺序 。 


集合 里 的 元 素 , Жтт ЛЬ RMF: BRA T3 
理 | 上 9 题 方便 ,需要 分 个 谁 先 谁 后 , 排 成 一 定 的 顺序 。 这 种 


重视 先后 顺序 


规定 了 元 素 之 间 的 先后 顺序 的 集合 , 叫做 "有 序 集 "。 
同一 个 集合 里 ,可 以 按照 不 同 的 标准 , 排 成 不 同 的 有 


сг 


全 一 队 ， 
高 个 子 在 前 加 ,这 就 成 了 一 个 有 有 序 集 。 可 是 在 长 跑 的 时 
候 , 跑 得 快 的 就 到 了 前 面 , 又 形成 了 万 一 个 有 序 集 。 

三 次 多 项 式 的 四 项 , 按 升 需 排 列 成 为 一 个 有 序 集 , 按 
降 需 排列 成 为 五 一 个 有 序 集 。 

在 2 个 有 序 集 之 间 建 立 一 一 对 应 ,有 时 候 顺 序 可 能 
ҒТА, Го ж=хлєЙЙЛЕЛСҮ ГА, ВЛА НУ Ж] БУ BY Н] НУ, a HEX 
应 后 加 的 ,这 种 不 打 乱 顺序 的 一 一 对 应 ,叫做 “相似 对 


我 们 用 手指 来 数 东西 :1、2、3…… 这 个 数 的 过 程 ,也 
就 给 一 堆 东 西 排 了 菜 种 顺序 上。 这 个 新 排 成 的 有 序 集 , 和 和 
一 些 自然 数 1 .2、3…… 也 就 建立 了 相似 对 应 。 

要 是 这 推 东 西 本 来 已 有 有 顺序 ,而 这 个 顺序 和 数 的 先 
后 次 序 不 一 定 一 样 时 , 这 种 对 应 ,就 不 是 相似 对 应 了 。 
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. 顺序 ,在 几何 里 也 很 重 要 。 在 学 相似 形 的 时 候 ,就 要 


у 注意 2 个 图 形 中 的 点 的 排列 顺序 。 


be 
a ЫЛ ЛЫГ ЫТЫЫ 


1 是 什么 ,这 还 用 问 吧 9? 1, 就 古 1 把 ,1 只 1 拒 
椅子 ‚1 只 рен 

那么 ,1 到 底 是 1 Е, ЖА 1 НЕШЕ? 

=Й = 11@%®%-—— ‚1505ж 1+Я+Е; Е ИК “ш 40 
1 把 椅子 ,也 可 以 代表 1 只 羊 。 | 4 - | 7 
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子 相 为 1 把 椅子 放 在 一 起 ,就 是 2 把 椅子 ;也 可 以 表示 1 
只 手机 万 1 只 手 放 在 一 起 , 允 是 2 НЕ, 

司 样 ,可 以 问 什么 是 3? 什么 是 4? 什么 是 自然 数 ? 

这 个 问题 很 重要 。 有 了 目 然 数 , 才 有 分 数 , 才 有 有 理 
数 , 才 有 实数 , 才 有 复数 。 我 们 学 数学 ,是 从 1.2.3.4 开始 
的 。 

几何 也 离 不 开 效 。 线 段 的 长 度 , 三 角形 的 面积 , 角 的 
大 小 ,相似 形 的 相似 比 , 都 是 数 。 而 数 , 归根 到 底 要 从 1, 
2,3,4 说 起 。 

8 5 1.2.3.4 更 基本 的 吗 ? 回答 是 有 。 这 就 是 集 
(=й | 

我 们 可 以 利用 一 一 对 应 ,对 集合 进行 分 类 。 要 是 由 、 
乙 两 个 集合 可 以 一 一 对 应 , 便 归 成 一 类 。 自 然 , 同 一 类 的 
集合 ,它们 的 元 素 是 一 样 多 的 。 

元 素 最 少 的 那 一 类 ,只 有 1 个 集合 一 一 空 集 。 我 们 
说 , 空 集 的 元 素 的 数目 和 定 0。 

有 一 类 集合 , 它 的 元 素 比 空 集 的 元 素 多 , 比 别 的 类 集 
合 元 素 少 。 我 们 就 说 它 是 1。1 就 是 最 小 的 非 空 集 的 元 
素 个 数 。 

把 这 一 类 除去 ,最 小 的 一 类 , 它 的 元 素 个 数 就 是 20 
这 样 ,自然 数 便 可 以 依次 产生 了 

总 之 ,把 所 有 的 有 限 集 分 成 许多 类 ,能 够 一 一 对 应 的 
才 算 是 同类 。 把 这 些 类 , 按 元 率 的 多 少 , 由 小 到 大 排 成 顺 


原因 | 


HR FIER 


你 的 文 其 盒 旦 ,有 疫 有 带 刻 度 的 小 直 斥 ?” 直 尺 上 每 
个 刻 痕 劳 有 一 个 数 : 卜 2、.3…… 这 也 是 一 一 对 应 , 数 和 点 
的 对 应 。 

利用 这 个 对 应 关系 ,有 2 把 直 尺 , 便 能 计算 加 法 。 

如 图 ,把 两 把 太一 正 一 反 地 对 好 ,上 面 尺子 的 刻度 5 
对 准 下 惫 尺子 的 刻度 4, 上 尺 端的 0 便 对 准 了 下 尺 的 刻度 


9, XL 3,4 + 5 = 9, 
А В С 
І 1 
0 [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


从 图 上 还 可 以 看 到 :1 +8=9,2+7=9,3+6=9, 等 
З, 

BERE BF, AER,AB 长 为 4 格 ;看 下 尺 , BC 长 为 
5 格 ; 上 下 一 同 看 ,AC = АВ + BC=9。 这 不 过 是 把 数 的 相 
加 ,化 成 线段 的 相 加 去 了 。 

还 可 以 换 一 个 眼光 看 ,从 4 开始 ,上 尺 是 0, 下 尺 是 
9,0+9=9; 每 向 右 移 1 格 , 上 尺 刻 度 加 1, 下 尺 刻度 减 1， 
一 加 一 减 ,总 和 不 变 , 仍 然 是 9。 

厂子 也 能 算 正 负数 。 不 过 , 彰 用 的 尺子 上 没有 负数 
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的 刻度 。 你 可 以 用 下 谊 纸 盒 的 硬 纸 条 做 2 根 带 正 负数 的 
故 了 于 ,这 故 子 束 像 书 里 讲 的 数 轴 了 


6 5 4 3 2 1 0 4 7 اه 4ي که ى 


仍然 用 刚才 的 办 法 ,就 能 算 正 负数 的 加 法 。 如 图 ,说 
ДВ ( - 1) +{-2)= -3,7+ (~ 10)= - 3, 等 等 。 


5 4 3 2 | () 1 2 3 4 5 6 7 М 9 10 
4 | () [ С 3 Р SS- 9 {. 3 6- 人 | - 
用 厂子 能 算 乘 法 吗 ? 


也 能 。 只 要 把 太子 上 的 数 改 一 下 就 可 以 了 。 这 就 是 
把 0 改 成 1y1 改 成 2,2 改 成 4,3 МБУ 8, -1 改 成 0.5, – 2 
改 成 0.2$…… 这 一 改 , 刚 才 的 加 法 就 变 成 了 乘法 


0.0625 0.125 0.25 05 | 2 4 8 16 32 64 128 256 512 


сс Yel #9 2 91 8 Ё C [| 50 SCOSCHO ser00 


如 图 ,上 尺 的 128 对 准 下 尺 的 0.125, 上 尺 的 1 正 对 看 
下 尺 的 16, 答 案 就 是 128 x 0.125 = 16。 男 外 ,2 x8= 16,4 
x4=16,32x0.5=16, 等 等 。 

这 个 道理 也 很 简单 。1 和 16 相对 ,1 x 16 = 16; 向 右 
移 1 格 ,1 加 一 倍 变 成 2,16 减 一 半 变 成 8, 两 者 一 乘 , 等 于 
不 加 不 减 . 
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1х16=1х2х 3 x16=2x 8o 


A AH BE18, КНУ УЗЕ 2, 下 尺 的 刻度 
ЖИ: А 2» — ge — ЭН ; RMN Eo 


能 用 本 节 讲 的 方法 计算 减法 \ 际 法 和 比例 吗 ? 


ПРГ 


老伯 但 天 东西 


U EAA I 10 元 钱 买 东西 。 他 把 这 10 元 钱 分 
成 10 份 ,分 别 包 在 10 个 小 纸 包 里 。 

他 要 买 的 东西 有 的 价钱 是 多 少 呢 ? 不 知道 。 也 许 是 1 
分 钱 , 也 许 是 几 元 几 角 几 分 。 他 每 意 的 是 :从 1 分 到 10 
元 ,不 管 是 多 少 , 他 都 能 从 这 10 包 中 挑 出 几 包 来 付 钱 ,不 
В, 


请 你 想 想 ,这 可 能 吧 ? 要 是 可 能 ,这 10 包 钱 各 是 
少 , 才 能 搭配 出 1000 种 钱 数 呢 ? 
从 简单 的 情况 开始 。 这 是 解决 数学 问题 常用 的 方 


老伯 但 头 东西 


必须 有 这 么 1 包 , 包 1 分 钱 。 不 然 , 买 1 2798Ж РА 
怎么 办 了 呢 ? 

为 了 能 买 2 分 钱 的 东西 ,有 2 种 方法 。 一 种 方法 是 于 
包 一 个 1 分 钱 的 包 , 男 一 种 方法 是 骨 包 一 个 2 分 钱 的 包 。 
哪 种 方法 好 呢 ? 当然 是 包 一 个 2 分 钱 的 包 好 。 因 为 这 样 
可 以 买 2 分 钱 的 东 四 ,也 可 以 相 那 个 工分 的 包 合 起 来 , 买 
3 分 钱 的 东西 。 

下 一 步 ,我 们 要 考虑 怎么 能 买 到 4 分 钱 的 东西 。 这 
可 以 有 4 种 办 法 : 

增加 一 个 1 分 钱 的 小 包 , 可 买 1 分 ~4 分 钱 的 东西 : 

增加 一 个 2 分 钱 的 小 包 , 可 买 1 分 ~ 分 我 的 东西， 

增加 一 个 3 分 钱 的 小 包 , 可 买 1 分 ~ 6 分 馈 的 东西 ， 
增加 一 个 4 分 钱 的 小 包 , 可 买 1 分 ~7 分 钱 的 东西 。 
当然 是 第 四 个 办 法 好 。 

下 一 步 , 为 了 买 8 分 钱 的 东西 ,我 们 要 增加 一 个 什么 
HOA? 想 一 下 刚才 的 包 法 一 一 1 分 ,2 分 ,4 分 ,很 自 
然 会 想到 8 分 。 

这 样 ,我 们 发 现 规律 了 :一 包 比 一 包 多 1 倍 。 

可 是 ,从 8 分 到 10 元 ,相差 还 很 大 ,而 我 们 已 经 包 了 
4 包 , 只 剩 6 包 了 , 行 吗 ? 为 了 放心 ,具体 算 一 算 好 。 

第 五 包 ,1 角 6 分 ,5 包 可 以 买 1 分 至 3 角 1 分 的 东 
Ч; 

第 六 包 ,3 角 2 分 ,可 买 1 分 至 6 角 3 分 的 东西 

第 七 包 ,6 角 4 分 ,可 买 1 分 至 1 元 2 角 7 分 … 

第 八 包 ,1 元 2 角 8 分 ,可 买 1 分 至 2 元 5 角 5 分 … 

第 九 包 ,2 元 5 角 6 分 ,可 买 1 分 至 5 元 1 角 1 分 … 

第 十 包 , 按 规律 ,应 当 是 5 元 1 角 2 分 。 可 是 ,老伯 人 
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元 8 角 9 分 ,这 就 是 第 十 包 。 

你 还 不 放心 ,可 再 算 一 遍 , 看 看 这 样 包 , 能 不 能 搭配 
出 从 1 分 到 10 元 的 这 1000 ##%%4 o 

要 是 老伯 伯 骨 多 2 角 3 分 ,一 共 是 10 元 2 角 3 分 ,这 

题 就 更 漂亮 了 :把 10 元 2 角 3 分 钱 分 成 10 Е, 6 
Eee о Мй 127,225, А 10 22 93 7,2 
1023 种 不 同 的 钱 数 。 连 0 算 在 内 , 共 1024 种 。 


把 这 10 个 纸 包 看 成 一 个 集合 ,每 个 纸 包 便 是 这 个 集 
合 的 一 个 元 素 。 从 10 个 元 素 中 任 取 几 个 元 素 , 便 可 组 成 
= 

问题 在 于 ,这 个 有 10 个 元 素 的 集合 ,有 多 少子 集 蛇 ? 
要 是 它 的 子 集 不 超过 1024 个 ,我 们 就 不 能 挤 望 它 拱 配 出 


Е 1024 种 更 多 的 钱 数 。 

让 我 们 从 头 算 起 . 

空 集 , 它 的 元 素 是 0 个 , 子 集 是 1 个 ,就 是 已 目 己 一 一 
空 集 


Ж | 个 元 素 两 ， 变 成 4 个 元 素 的 集合 时 ,原来 的 4 个 
子 集 还 是 子 集 ,这 4 个子 集 分 别 配 上 元 素 内 ,于 是 又 多 了 
4 个 子 集 , 一 共 8 o 

哈 ,我 们 又 找到 规律 了 :每 加 1 个 元 素 , 子 集 的 个 数 
便 翻 一 和 晋 ! 因为 ,原来 有 多 少子 集 , 配 上 这 新 来 的 元 率 ， 
便 又 产生 同样 多 的 新 的 子 集 ,可 不 是 正好 加 一 倍 膝 | 

这 样 ,3 个 元 素 的 集 有 8 个 子 集 ,4 个 元 素 的 集 有 16 
个 子 集 ,5 个 元 素 的 集 有 32 个 子 集 , п 个 元 素 的 集 有 2" 
个 子 集 。 子 集 比 集合 的 元 素 多 得 多 | 
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10 个 元 素 的 集合 , 它 的 子 集 的 个 数 恰好 是 2” = 1024, 
ЕН 其 中 有 一 个 空 集 。 
E 所 以 ,老伯 伯 把 10 元 2 角 3 分 钱 分 成 10 包 , 用 来 措 
С 配 出 1 分 到 10 元 2 角 3 分 这 1023 种 钱 数 ,实在 是 太 巧 不 
党 | 。 过 了 。 要 是 只 有 10 元 钱 , 便 没有 很 好 地 利用 这 么 多 的 子 
Ж 
名 
作 


集 。 如 果 把 10 元 2 角 5 分 钱 分 成 10 包 ,无 论 怎么 包 法 ， 


也 搭配 不 出 1025 种 钱 数 来 。 


Р. 要 是 你 有 3 元 4 角 7 分 钱 ,请 问 分 成 几 个 钱包 ,能 配搭 出 的 钱 
АШ 数 最 多 ? 
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ТҮРТҮҮ 


学 习 委 员 赵 千 ,为 了 给 大 家 办 理 下 半年 的 报刊 预订 ， 
画 了 一 张 表 。 

每 位 同学 ,每 种 报刊 ,也 许 不 订 , 也 许 订 一 份 。 这 个 
表 填 起 来 很 方便 。 只 要 看 清 报 刊 的 排列 顺序 ,每 人 只 
喊 一 声 就 行 了 。 张 明说 ,我 要 的 是 110101, 赵 干 就 知道 ， EE 


他 除了 《少年 文史 报 》 和 《中 学 生 》 另 外 4 种 都 要 订 。 2 


”她 订 哪 1 种 呢 ? 


6 种 报刊 组 成 1 个 集合 ,每 人 订阅 的 ,是 1 个子 集合 。 
ЮО НЧЫ RRR TIRAR || 
жакин о 
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К 
明 
кыен | [е р 


中 学 生 学习 报 


pex [эт 
我 们 爱 科学 1 0)1 0|1 
中 学 生 оја тоа 


+ ^^ 老伯 伯 买 东西 , 从 10 个 钱包 里 取 哪 几 个 ,也 可 以 用 
”| ”这样 的 办 法 来 表示 。 

从 下 表 可 看 出 ,要 买 价格 为 3.49 元 的 东西 ,只 要 拿 6 
| 包 , 代 号 是 0101011101; 买 1.12 元 的 东西 ,要 拿 3 包 ,代号 
л ХЕ. 0001110000: 


ә ЕЕ ГУ |» oli IIo 
| ө о/о]о])о таја 
О з] юп тоот 
ошо о [о {тт [то јо о о 


С 要 是 不 以 元 为 基本 单位 ,而 以 分 为 基本 单位 ,也 就 可 
ТЫ 以 说 , 349 的 代号 是 0101011101, 112 的 代号 是 
| 00011100000 


这 里 ,1 的 价值 随 位 置 的 变化 而 变化 。 最 右边 的 1 
| 就 代表 1, 第 二 个 位 置 的 1 代表 2, 第 三 个 代表 4, 第 四 个 
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代表 8 , 越 向 左边 , 越 了 不 起 。 

可 是 ,0 到 了 最 左边 ,反而 疫 用 了 ,干脆 省 抒 。112 就 
用 1110000 表示 ,349 就 用 101011101 表示 。 这 样 用 1 和 0 
排 起 队 来 表示 一 个 数 的 方法 ,叫做 二 进 制 记 数 法 : 

17 世纪 ~ 18 世纪 的 德国 数学 家 羔 布 尼 兹 ,是 世界 上 
第 一 个 提出 二 进 记 数 法 的 人 。 用 二 进 记 数 , 只 用 0 和 1] 两 
个 符号 ,可 算是 最 简单 的 记 数 法 了 。 可 是 ,大 一 点 的 数 写 
起 来 太 长 ,39 要 记 成 100111, 就 麻烦 了 。 再 加 上 大 家 用 惯 
了 十 进 记 数 法 ,当然 在 日 常 计 算 中 不 愿 用 它 。 


说 来 有 趣 , 莱 布 尼 效 发 明了 二 进 制 ,还 发 明了 计算 
机 ,可 是 他 的 计算 机 并 疫 有 用 二 进 制 ,倒是 现代 的 电子 计 
算 机 ,是 用 二 进 制 来 计算 的 。 因 为 ,还 电 和 上 断 电 ,正好 可 
以 用 1 和 0 来 表示 。 人 研究 逻辑 也 可 以 用 二 进 制 ,逻辑 里 的 
是 和 非 ,恰好 可 以 用 1 和 10 表示。 还 有 不 少数 学 理论 相 数 


国 


学 游戏 ,用 二 进 制 也 很 方便 。 二 进 制 的 用 处 确实 不 小 呢 1! 

我 们 用 十 进 制 , 电子 计算 机 用 二 进 制 。 这 就 需要 把 
十 进 制 的 数 ,翻译 成 二 进 制 的 数 , 才 能 送 到 机 器 里 去 计 
算 。 

怎样 把 一 个 十 进 制 数 写成 二 进 制 数 呢 ? 方法 很 简 
8: 92 6,10 ГА; 88 2 除 它 的 商 , 又 记 下 余数 ;直到 
商定 0 为 止 。 把 余数 目下 而 上 依次 排列 起 来 ,这 就 是 一 
个 十 进 制 效 的 二 进 制 表 示 法 。 例 如 715. 


2 715 
ў, 357 ииненин 余 ] 
Ё 178 еее 余 ] 
2 §9 oo 余 0 
2 44 geese 余 1 
2 224 .. 2% 0 
2 [| жеше: 余 0 
2 Ж hiin ج‎ ] 
2 2 sooo 余 ] 
2| 1 ж 0 
0 енне 4 1 


所 以 ,715 的 二 进 制 表 示 法 是 1011001011. 

至 于 怎么 把 二 进 制 数 改 成 十 进 制 数 , 那 就 更 简单 了 。 
HECE: ЛА [9 2, KARD 1、2、4、8、16……: 
然后 把 所 竺 的 绩 果 加 起 来 就 行 了 。 


用 假 选 手 次 数 


用 淘汰 的 方法 举办 乒乓 球 比 赛 ,要 是 参加 的 人 不 多 ， 
轮空 的 人 次 好 算 ; 要 是 参加 的 人 很 多 , 软 空 的 人 次 就 不 好 
ЯГ. 

万 见 数 学 难题 ,从 最 简单 的 情况 想起 ,往往 能 从 中 找 
карк» ЖААН АЖИ ИЕ ЧЫКЕ 

裤 , 那 么 ,最 简单 的 情况 是 没 人 轮空 。 什 么 情况 才 没 人 轮 
空 呢 ? 这 容易 想 清 楚 。 当 参加 比赛 的 人 数 是 2、4、8、16、 
32、.64…… 时 , 才 不 会 有 人 轮空 。 也 就 是 说 :选手 数 是 2 的 
正 整 次 蜗 时 ,无 人 轮空 。 

要 是 这 次 乒乓 球 比赛 共 有 49 人 参加 ,49 人 不 是 2 的 
正 整 次 蜗 , 一 定 有 人 轮空 。 要 是 再 补 上 15 名 , 凑 够 64 名 ， 
无 人 轮空 , 题 就 变 得 简单 了 。 为 了 方便 研究 ,我 们 不 妨 补 
上 15 名 吧 。 这 15 名 算是 充 数 的 ,个 个 简直 都 不 会 打 乒 乓 
球 , 和 那 49 名 一 打 准 输 , 所 以 可 以 叫做 假 选 手 , 那 49 名 是 
真 选 手 。 

在 编排 比赛 程序 时 ,每 轮 比 赛 中 , 尽 可 能 安排 真 对 
真 ;实在 疫 办 法 , 真 的 剩 一 个 单 ,这 才 安 排 真 假 对 阵 。 结 
果 , 当然 是 真 的 必 胜 ,如 同 轮空 一 样 。 

这 样 凑 数 之 后 ,表面 上 是 不 会 有 人 轮空 了 ,实际 上 ， 
和 和 假 选 手 对 阵 的 真 选 手 , 和 轮空 之 无 差别 。 

也 就 是 说 , 假 选手 磁 真 的 人 数 , 和 我 们 要 算 的 真 选手 
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пу 学 数学 


轮空 的 人 次 ,是 一 样 的 ! 在 它们 之 间 , 有 一 个 一 一 对 应 的 
关系 。 

тА, а ЕВ [8А Җ, 比 计 算 真 选手 轮空 
人 次 数 要 简单 得 多 。 文 不 只 是 因为 假 选手 总 要 少 一 些 
而 且 真 选手 轮空 要 留 下 来 , 假 碰 真 却 要 淘汰 ,计算 时 也 方 


拿 刚 才 这 15 名 假 选 手 来 讽 , 碰 真 的 人 数 是 这 梓 算 


з 3 А 以 2 得 1， 余 | (又 1 ЛАВ). 
с 1 除 以 2 得 0, 余 1( 又 1 Лад). 
о 有 4 人 А 空 


с 你 注意 了 没有 ? 计算 碰 真 人 数 的 过 程 ,和 把 15 表示 
о 成 2 进 制 数 的 过 程 一 模 一 样 ! 而 碰 真 人 数 , 也 就 是 15 的 
Оор 二 进 制 记 数 法 中 的 1 的 个 数 ， 

с 一 个 简洁 有 趣 的 答案 出 现 了 : 用 不 小 于 选手 人 数 的 


| 最 小 的 2 的 方 宕 减 去 选手 人 数 , 差 的 二 进 制 记 数 法 中 的 1 
i 例如 :选手 有 234 名 , 略 比 234 大 的 2 的 宕 是 256( = 
| 2),256-234=22,22 用 二 进 制 表示 是 10110, 所 以 有 3 人 
次 轮空 .选手 有 83 名 ,128 - 83 = 45,45 用 二 进 制 表示 是 


101101, 所 以 有 4 人 次 轮空 。 


小 王 和 小 本 在 玩 一 种 15 = УЖ o 

玩法 很 简单 :把 9 张 扑 到 牌 一 一 黑 桃 A. FE BE 2…… 
直到 黑 桃 9, 随便 探 在 桌子 上 ,两 个 人 辊 流 拿 牌 ,1 次 1 张 ， 
谁 手 中 的 3 张 牌 ,首先 加 起 来 是 15 点 , 谁 就 胜 了 。 

小 丁 先 拿 , 拿 了 一 张 $; 小 王后 拿 , 拿 了 一 张 7。 接 着 ， 
小 丁 拿 了 个 2, 要 是 再 拿 个 8, 就 15 后 了 。 于 是 ,小 王 赶 快 
把 8 拿 到 于 。 

接着 ,小 丁 拿 了 9。 此 时 小 丁 手 里 有 2、5、9 三 张 牌 ， 
不 有 1.3.4.6 四 张 牌 。 在 这 种 情况 下 ,小 王 要 是 拿 

,小 丁 就 拿 4, 有 24+9+4=15; 小 王 要 是 拿 4, 小 丁 就 拿 

фури 1 = 1$。 所 以 ,小 丁 一 定 可 以 胜利 。 

两 人 玩 了 多 次 ,小 王 总 是 不 能 取胜 ,最 多 是 和 局 ,网 
人 都 拿 不 到 15 Ro 

最 后 ,小 王 问 小 本 ,你 老 赢 不 输 的 窍门 在 哪里 ? 

小 丁 说 :我 先 不 告诉 你 。 我 们 再 来 玩 三 子 横 , 你 边 玩 
边 想 。 
三 子 模 的 玩法 也 很 简单 。 棋 盘 像 一 个 " 井 FERMA 
分 别 执 黑 和 白 子 轮流 往 这 9 个 格子 里 下 子 , 谁 先 把 3 个 子 把 
在 一 条 直线 上 ( 横 、 坚 、 笠 都 可 以 ), 便 胜利 了 。 

还 是 小 丁 先 下 。 和 第 一 盘 , 小 王 执 黑 下 到 第 6 步 , 就 发 


Де 


把 9 张 牌 , 按 横 、 竖 、 笠 3 张 的 和 都 是 1$, 摆 到 井 字 形 
的 9 个 方 格 里 , 拿 15 点 的 窍门 就 明显 了 。 想 叫 3 张 牌 相 
加 得 15 扣 ,相当 于 拿 一 条 直线 上 的 3 张 牌 。 从 过 个 格 里 
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EFE TER 


Ж 15КА, RE1 个 石子 , 拿 SAPRMMEMI TF =F 
供 。 反 过 来 ,每 下 1 个 石子 ,就 把 石子 那里 的 牌 拿 出 来 ， 
二 子 横 又 变 成 15 氮 游 戏 了 。 这 样 , 两 种 游戏 就 是 一 铝 事 
fo 

尽管 两 可 游戏 的 道理 一 样 ,可 是 下 三 子 模 的 窍门 ,要 
ШЖ 15 点 容易 掌握 。 小 丁 用 下 三 子 棋 的 穿 门 来 玩 15 所 
的 游戏 ,当然 就 老 碧 不 输 了 。 

这 是 一 个 例子 , 它 告 诉 我 们 :利用 一 一 对 应 ,有 时 能 
把 复杂 有 的 问题 , 变 得 简单 一 些 ! 


思 ж в 
请 你 研究 一 下 这 个 游戏 的 取胜 方法 :前 9 张 纸 片 , 在 上 面 分 别 
写 上 65,77,85 ‚133,210 „286 .561 .646.741; 然后 ,两 人 轮流 拿 走 1 张 
纸 片 , 谁 先 拿 到 有 同一 因子 的 3 个 数 为 胜 ( 例 如 77.210.133 都 有 因 
子 7)。 你 能 把 它 和 三 子 棋 联 系 起 来 蚂 ? 


тти т ии Р ПИ көрөтүү чое. 


一 一 对 应 ,可 以 用 来 计数 ,可 以 用 来 比较 2 个 集合 
的 元 素 的 多 少 。 一 些 东西 不 好 计数 ,例如 牛 羊 , 另 一 些 东 
西 好 计数 ,例如 手指 ,可 以 把 不 好 计数 的 牛 羊 和 好 计数 的 
E ， =: 23 = 2 对 应 БИ 下 | вр 恋 得 好 i + Ж 了 А 
2 用 贴标签 、 编 号 码 等 方法 ,还 可 以 把 混乱 的 集合 和 有 
| 秩序 的 集合 一 一 对 应 ,使 混乱 的 集合 变 得 有 秩序 。 成 二 
LL ЕБЕ Е, IX AES ELC HERE, — 6, RHE 


з хо Г | ， 集 Ж ЕН ‚1 、 7 、 4 、 8 、 16 、 32 、 G4..……… 
ро . 集合 乙 UL 3 4 SO……… 


数学 一 大 法 军 


把 它们 的 元 素 按 上 面 的 顺序 一 一 对 应 起 来 ,能 使 乘法 变 
加 法 。 

比如 在 甲 集合 里 ,4、8、32 三 个 数 之 间 有 一 种 关系 , 叫 
做 4x8=32。 对 应 到 乙 集 合 里 ,4 对 2,8 对 3,32 对 5,2、 
3,5 三 个 数 之 | 昌 也 有 一 种 关系 ,就 是 2+3=5。 

这 样 一 一 对 应 ,把 甲 集合 的 乘法 关系 , 变 成 了 乙 集 合 
的 加 法 关系 ,也 就 化 难为 易 了 。 

在 15 点 游戏 里 有 9 个 数 , 在 三 子 棋 游 戏 里 有 9 个 所 
(位 置 ) ,把 它们 来 个 一 一 对 应 :3 个 数 和 为 15, 对 应 的 3 个 
点 就 在 一 条 线 上 。3 个 数 和 为 15 的 变化 很 多 ,不 是 一 眼 
就 能 看 出 来 的 ; RAT, ITE Го M~, | 
找到 了 2 种 关系 在 结构 上 的 共同 之 点 ,就 能 化 繁 为 简化 | 
E EB To у 

像 这 种 能 把 甲 集合 里 的 一 种 关系 , 变 成 乙 集合 里 的 | 
另 一 种 关系 的 一 一 对 应 ,叫做 " 同 构 “。 同 构 是 数学 里 的 | 
一 一 对 应 ,看 来 简单 ,用 处 很 大 ,是 数学 中 的 一 大 法 | 


[一 一 


玉 | 


ДЕ — Л 1512 


Елм MRE 2 ЕМА БА 1—3 0 
的 雪花 ,有 不 少 有 有 趣 的 几何 性 质 。 
到 在 纸 上 男 一 个 正六 边 形 ,又 男 一 条 直线 1, ДА 6 个 项 
”| 点 向 1 引 生 线 ,得 到 几 个 委 足 ? 
。 不 要 忙 , 想 一 想 再 回答 。 一 想 ,你 明白 了 ,也 许 是 3 
EB о. 在 +. + 屠 人 到 下 | п К А.В. С.Р. Е. Е 组 成 а 焦 
| Ае М,. М.М. Ma Ms <M: AMMA Zz 
| 间 , 是 一 一 对 应 的 关系 。 每 个 项 点 只 有 1 TER, ETE 


р 是 也 只 和 1 个 项 所 对 应 ;6 个 项 所 ,6 个 垂 足 。 


“з .= | 


ыны Йал арш Шал 


Г. 


| 
И; | 
1 1 | 


[ 
В 
і 
М, М, М; М, М. М, М, МЇ, MoM, м, М; М 


左边 那个 图 就 不 同 了 , 虽然 每 个 项 点 ,还 是 只 有 1 个 
， 垂 足 ; 反 过 来 就 不 是 这 样 了 ,每 个 垂 足 , 相 2 个 项 所 对 应 。 
a 中 间 的 图 ,4 FMM, 对应, В. Р 都 和 MM, 对 应 …… 
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想 一 想 再 回 各 


个 顶点 ,仍然 只 有 1 个 垂 足 ,可 有 的 垂 足 和 1 个 项 点 对 应 ， 
有 的 垂 足 和 2 个 顶点 对 应 。 

这 个 例子 告诉 我 们 :数学 中 的 对 应 ,并 非 都 是 一 一 对 
应 的 ; 辐 一 个 问题 中 ,了 既 会 出 现 一 一 对 应 ,也 会 出 现 其 他 
的 对 应 | 

这 3 小 图 所 表示 的 对 应 关系 ,虽然 大 不 相同 ,可 又 有 
相同 之 点 :每 个 顶点 ,都 有 一 个 而 且 只 有 一 个 垂 足 。 

这 类 对 应 ,叫做 集合 到 集合 的 "映射 "。 

一 般 说 :甲乙 两 个 集合 ,要 是 对 用 集中 的 每 一 个 元 
素 , 祁 指定 了 乙 集 中 的 一 个 元 素 和 它 对 应 ,这 种 对 应 天 
系 , 便 时 做 映射 。 

比如 这 里 有 一 雁 乎 果 , 又 有 一 排 管 子 , 给 你 一 个 任 
务 :把 所 有 的 储 果 都 装 到 公子 里 , 当 你 状 完 之 后 ,你 就 建 
立 了 从 平 果 集合 到 管子 集合 的 一 个 映 届 。 

因为 ,每 个 平 果 确 确 实 实 都 和 1 个 翁 子 对 应 起 来 了 。 
你 能 把 1 个 苹果 装 到 2 TE EAB? 当然 不 能 。 


帮 你 学 数 


¥ 


REE TE f FE APA FR A TRIN о 

要 是 1 个 管子 至 多 少 1 个 苹果 ,这 个 映射 叫做 “ 单 

要 是 个 个 佬 子 里 都 有 苹果 ,而 且 都 只 有 1 个 苹果 ,这 
种 上 映射 就 叫做 一 一 对 应 了 。 

一 一 对 应 也 是 映射 ,是 经 “ 满 "、 又 “ 单 " 的 映射 ,是 特 
殊 的 映射 。 

可 见 , 上 映射 这 个 概念 , 比 一 一 对 应 时 广 泛 | 


к ИНЕК 
жагыз Жуй сыы «Жз ж 
Р ше КЁ, байга Саш Енш КЁ, 
толы ркы кыа жылуу. 
рен. 
i ЫА Е 
е a аот 


Иа е А ане ао ола 


کر د ق ت Кыа‏ کے 


ни н "= и" па" ш "Lg "рш" ши" а nn п 
О РИН Eg E EE hs RR о е ка 


=" +" е И рни 
وو‎ Се 


猴 儿 水 中 丘 月 


你 知道 猴子 捞 月 的 故 
事 吗 ? 猴子 把 月 亮 在 水 中 
的 映像 ,当成 真 的 月 亮 了 。 

不 过 ,只 要 不 把 映像 当 
成 真 的 月 亮 去 捞 , 从 水 中 的 
映像 ,还 是 可 以 看 出 月 亮 究 
竟 是 个 什么 样子 的 。 甚 至 
在 很 多 场合 , 看 虚 的 映像 ， 
比 直接 看 实物 反而 更 有 用 ， 


和 车 后 的 人 和 车 了 。 у 
刊 脸 的 人 看 不 见 自己 


的 下 蕊 ,只 有 把 下 世 映 射 到 镜子 蜂 , 才 能 看 肴 下 书 , 来 学 
握手 中 有 的 副 脸 刀 。 

在 望 远 错 和 显 令 和 镜 蜂 血 , 看 到 的 都 是 景物 的 映像 。 
这 柱 看 映像, 看 得 里 细 、 果 还 。 

数学 里 的 映 身 ,也 有 类 似 的 情况 。 

多 边 形 的 模样 变化 万 于 ,哪个 大 ,哪个 小 呢 ? 这 就 要 
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算 一 算 它 们 的 面积 是 多 少 了 。 什 么 是 面积 呢 ? 面积 是 一 
个 数 。 每 个 多 边 形 有 一 个 确定 的 面积 ,也 就 是 对 应 了 一 
个 数 。 这 就 是 从 多 边 形 集合 到 数 集合 的 一 个 映射 。 有 了 
这 个 映射 ,就 能 比较 多 边 形 的 大 小 。 

梧 样 , 每 个 角 有 一 个 度数 ,这 也 是 映射 。 

每 个 二 次 方程 有 一 个 判别 式 , 判 列 式 是 一 个 数 。 根 
据 这 个 数 是 正 是 负 还 是 0, 可 以 判断 对 应 的 方程 有 不 同 
的 实 根 、 复 根 还 是 重 根 。 二 次 方程 与 判别 式 的 对 应 关系 ， 
也 是 一 种 映射。 

还 有 圆 与 圆心 的 对 应 ,是 圆 集合 到 操 集 合 的 一 个 映 
3, А5 ЕВА АУУ, 0—9} 

2 ПАПЕ АУ АУУ, 25а Т А 
集合 的 一 个 映射 。 

平 铝 上 的 后 与 它 的 坐标 的 对 应 ,是 护 集合 到 数 对 集 
合 的 映射 。 这 是 个 一 一 对 应 。 

每 个 无 理 数 都 是 无 限 不 循环 小 数 ,我 们 取 四 位 有 效 
数字 ,得 到 了 它 的 近似 值 , 无 理 数 和 它 的 这 个 近似 值 之 间 
的 对 应 关系 ,是 无 理 数 集合 到 有 理 数 集合 的 一 个 映射 。 

每 个 正 整数 都 有 一 个 尾巴 。5$4 的 尾巴 是 4,129 的 尾 
巴 是 9,1983 的 尾巴 是 3, 数 和 它 的 尾巴 的 对 应 ,是 从 正 整 
онин 1.2.3.4.5.6.7.8.9.0 8 — “8597. жх 


因为 ,要 是 V2 不 是 无 理 数 ,就 有 既 约 分 数 一 , Е 


2=, 也 就 是 2n” = 性 。 你 一 算 就 知道 ,平方 数 的 尾巴 


2.8.00 иси И ЖЕ а зер) KEE г 和 т“ 8 
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ЖЛ ж Н 
ددد‎ ъЩ—_—__ иии ш» 
尾巴 都 是 0。 可 是 ,这 样 的 n 和 m 就 有 了 公 因 子 $, 与 假 
设 不 相符 合 了。 所以, 这样 的 二 是 不 存在 的 。 这 就 证 肯 


了 V5 是 无 理 数 。 
在 数学 里 ,映射 真是 无 处 不 在 啊 


a ea) Зы у a Ж 


A o TED жр 


£ AE AB FE BR SY 


小 孩子 开始 学 说 话 的 时 候 , 往往 
“有 一 个 重大 的 发 现 :原来 世界 上 万 物 
都 有 名 称 。 于 是 ,他 产生 一 种 强烈 的 
愿 刻 ,要 知道 他 所 见 到 的 一 切 东 西 的 
AFRO BH A PF HIE ЖК, Яй, УЕ ЙЛ 
їй, RSE АЗЕ Ko 


这 是 什么 呀 ? 椅子 ; 
XETA? 汽车 ; 
这 是 什么 上 蚜 ? Л, 


知道 了 名 称 之 后 ,他 往往 心 满 意 
АЕ з А ДВ 了 这 个 世界 的 一 切 。 


什么 是 名 称 呢 ? 这 是 实物 集合 到 

Ый] 
他 还 会 发 现 许多 上 映射: 

街道 有 名 称 , 住 户 有 门牌 ,商店 有 招牌 ,商品 有 商标 。 

人 有 姓名 ,大 人 有 工作 证 ,小 孩 有 学 生 证 ,每 个 人 都 
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ЖЕҢ... 
只 小 孩子 在 学 习 映 射 , 就 是 你 在 学 校 学 习 各 门 功 
奈 , 也 都 在 学 习 映 射 
在 历史 球 上 ,每 个 历史 事件 对 应 它 发 生 的 原因 、 年 
ТЕҢИН Е, ТТ Ж ЖЕШ ШЛУ АЕ 
在 化 学 款 上 ,每 种 元 素 对 应 它 的 原子 
我 们 在 学 校 学 的 一 切 知识 ,无 非 是 说 明 事 物 之 间 的 
相关 联系 ,而 这 种 联系 ,几乎 都 可 以 用 映射 来 表述 


ЕТЕ “". 


" 
Д л р 


ل" 
КЕТП‏ 
Кил. =‏ 


"==" „з и", Л" 
کے‎ лылар гел 


a ГЫН 
a АКАТ КЫК ЫТЫН АНЫ 


Г u. тя л, а" 的 кы . тыма. 


人 н 


BIR FF 


为 什么 算得 出 


知道 了 正方 形 的 周 长 ,就 能 算出 它 的 面积 。 

为 什么 能 算得 出 来 昵 ?因为 正方 形 周 长 和 它 的 面积 
这 两 个 数量 之 间 有 联系 。 

有 联系 ,是 不 是 就 一 定 算得 出 来 蛇 ? 

长 方形 的 周 长 和 它 的 右 积 之 则 有 疫 有 联系 昵 ? 总 不 
能 说 没有 。 可 是 ,知道 了 长 方形 的 周 长 , 你 却 算 不 出 它 的 
面积 来 。 

可 见 , 光 有 联系 ,不 一 定 算得 出 来 ,还 必须 有 确定 性 
的 联系 。 正 方形 的 周 长 可 以 确定 它 的 面积 。 它 们 之 间 ， 
就 有 确定 性 的 联系 。 长 方形 的 周 长 和 面积 之 间 虽 然 也 有 
联系 ,可 这 种 联系 不 是 确定 性 的 联系 。 

这 种 反映 两 种 量 的 确定 性 联系 的 数学 关系 ,叫做 区 

正方 形 的 周 长 1 给 定 了 , 它 的 面积 $ = (L) 就 确定 
了 。 也 就 是 说 ,5 是 1 ҢА 

AMER $ 是 它 的 半径 r 的 函数 。 因 为 5 = п>, 1 
道 了 r 的 值 ,5 就 随 之 确定 了 。 反 过 来 ;, 圆 的 半径 > 也 是 
面积 $ 的 函数 。 

学 三 角 , 给 了 角度 4,sin4 便 惟 一 确定 了 ,所 以 sin4 
是 4 FI Xo 


为 什么 算得 出 


х 有 的 绝对 值 一 一 |x | 是 什么 呢 ? ی اي‎ 
局。 用 函数 概念 ,可 以 说 清楚 :1x1 是 个 辫 数 , 当 
х 08, хі = х: 4 х <0О, 1х = -xo 总 之 ,给 了 х, 
1x1 便 确定 下 来 了 。 所 以 ,我 们 说 1x1 是 x 的 函数 。 

AZ, f ZEF A TE 
量 决定 态 一 个 量 。 决 定 人 家 的 量 叫 自 变 量 , 被 人 家 决定 
的 量 叫 因 变量 ,也 叫做 函数 。 自 变量 在 某 个 数 集合 里 取 
值 , 因 变量 一 一 瘟 数 也 在 对 应 的 数 集 合 里 取 值 。 

对 了 ,函数 也 是 映射 ,是 数 集合 到 数 集合 的 映射 : 

函数 概念 ,是 映射 概念 的 特殊 情形 ， 

喘 轴 概念 ,是 范 数 概念 的 推广 | 

在 历史 上 ,很 多 数学 家 说 不 清 什 么 是 函数 ,总 觉得 了 
数 都 应 该 用 公式 表示 ,或 者 用 曲线 表示 。 后 来 , 才 取 得 了 
一 致 的 意见 :函数 ,就 是 数 集合 到 数 集合 的 映射! 这 是 
国 数学 家 迪 理 蒋 勒 的 功劳 。 


/ 
д^ 


0 和 1 的 宝塔 


(xX+y) = x” +2ху + у 
(x+y) = х +3х у +3Зху + у! 
МА, (x+y) (x+y) (x + у) 展开 之 后 ,各 
项 的 系数 又 是 什么 呢 ? 
很 多 书 上 介绍 了 这 个 二 项 式 系 数 三 角 表 
(x+y) = | 


(х+у) = 1 1 
97; 


(х+у) й 1 2 ] 
NA 


(х+у)?= | 3 3 1 
ММ МҮЛ 


这 个 三 角形 数 表 , 是 我 国 北宋 数学 家 页 宪 首先 提出‏ ا 
о 来 的 ,人 们 称 为 “ 贾 完 三 角 ” ,西方 称 其 为 “帕斯卡 三 角 ”，‏ 
日 实际 上 ,欧洲 人 要 比 页 宪 颇 600 Fo‏ 

这 些 数 有 个 有 趣 的 性 质 ; 它 的 第 1、2、4、8、16…… 行 
上 的 各 个 数 , 全 都 是 奇数 ; 而 询 的 各 行 , 全 都 含有 偶数 。 


0 和 1 HEHE 


这 十 础 巧 呢 ,还 是 有 规律 ? 用 一 下 映射 的 技巧 ,容易 
TL FF Ê Ê o 

先 规 定 一 下 :偶数 和 0 对 应 ,奇数 和 1 对 应 ,这 是 一 个 
A 97 

冉 规 定 一 下 :个 数 加 偶数 ,得 偶数 ,所 以 0+0=0; 偶 
数 加 奇数 ,得 奇数 ,所 以 0+1=1,1+0=1; 奇 数 加 奇数 ， 
得 偶数 ,所 以 1+1=0。 

把 二 项 式 系 数 表 上 的 偶数 换 成 0, 琳 数 换 成 1, 得 到 一 
个 0 和 1 组 成 的 金字 塔 。 按 照 刚 才 规 定 的 加 法 ,这 个 金字 
塔 中 从 上 到 下 的 规律 ,和 原来 的 三 角形 数 表 的 规律 是 一 
致 的 : 


| 人 | 


这 样 一 映射 ,我 们 可 以 看 出 道理 来 了 :从 第 4 行 全 是 
1, 可知 第 5 行 中 间 全 是 0;5、6、7 三 行 的 中 部 ,出 现 了 一 个 


由 0 组 成 的 倒 金 字 塔 ,也 就 是 说 ,5、6、7 这 三 行 中 ,不 可 能 
ВЕ 2721; Б 5 17 АУРА 1, 按 照 前 面 1 ~4 行 的 发 展 
规律 ,到 第 8 行 就 全 部 变 成 1 了 ,这 说 明 二 项 式 金字 塔 的 
第 8 行 , 全 是 奇数 。 

同样 的 道理 ,第 16 行 的 二 项 式 系 数 全 是 琳 数 ,而 9 ~ 
15 行 里 ,每 行 都 有 偶数 。 

册 往 下 去 ,第 32.64、128、2S6…… 这 些 行 都 是 奇数 ,其 
它 行 里 总 有 偶数 。 

要 是 不 用 映射 ,只 看 原来 的 那个 三 角形 数 表 ,这 规律 
就 不 那么 醒目 了 


音 、 偏 旁 分 类 , 查 字 典 就 不 好 (杀生 “条 ， 
办 。 电 话 号 码 本 , 不 分 门 别 “个 一 


类 , 打 电 话 就 不 好 玛 。 


帮助 我 们 分 类 。 
按 我 国 的 民间 习俗 ,每 


一 生肖 就 可 以 建立 人 到 动物 уа 2 
的 一 个 映射 。 这 个 映射 把 人 ， 


在 上 一 节 里 ,我 们 把 偶数 和 0 对 应 ,奇数 和 1 对 应 。 | 
于 是 ,对 应 于 0 的 是 一 类 ,对 应 于 1 的 是 另 一 类 。 по 


每 个 数 用 9 除 ,得 1 个 余数 ,这 个 数 到 它 的 余数 的 对 。 | — 


应 ,是 一 个 映射 。 映 射 到 同一 个 数 的 ,也 就 是 余数 相同 | 


的 ,属于 一 类 。 这 就 把 无 穷 无 尽 的 自然 数 ,分 成 了 阐 阐 音 — О 
Ef 的 9 关 О а 
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六 你 字数 字 


К К 二 次 方程 对 应 它 的 判别 式 , 而 判别 式 又 对 应 它 的 正 
fF 负 号 。 这 两 个 映射 ,把 方程 分 成 了 3 类 :判别 式 大 于 0\ 小 
于 0 和 等 于 0。 

加 到 它 的 圆心 的 对 应 ,把 圆 分 成 很 多 族 ,每 族 有 共同 
的 圆心 。 

分 类 ,用 集合 的 语言 来 说 : 把 一 个 集合 4 的 元 素 分 
类 ,就 是 找 出 一 些 两 两 不 相交 的 子 集 ,这 些 子 集 的 并 集 等 
于 4。 要 是 把 这 里 的 每 个 子 集 当 成 一 个 元 素 , 组 成 一 个 
集合 B ,这 就 自然 地 形成 一 个 从 4 到 B 的 映射 :4 的 每 个 
с TLR MEREM Т ЯКУ, 
с 这 样 看 来 ,不 仅 映射 产生 分 类 ,而 且 分 类 也 可 以 产生 
”| 映射 


I 


тн тан‏ ا 


ا ا 


атаа УЧ‏ ا 


一 样 不 一 样 呢 


答 爸 在 家 里 教 小 明 学 会 了 “小” 字 。 到 了 街 上 ,爸爸 
指 着 小 吃 店 的 招牌 上 的 “小 " 字 问 他 ,这 是 什么 字 ? 小 明 
说 不 认识 。 和 爸爸 说 : 那 不 是 刚 学 过 的 “小 " 字 吗 ? 小 上 明说: 
这 个 “小 ” 字 和 我 学 的 那个 不 一 样 ,那个 小 ,这 个 大 得 多 

这 个 笑话 之 所 以 成 为 笑话 ,就 是 因为 大 家 都 知道 :一 
个 字 写 得 大 些 、 小 些 , 都 是 同一 个 字 。 

国旗 上 的 大 五 角 星 和 小 五 角 星 ,一 不 一 样 呢 ? 

i Ж, Xo E 
们 都 有 5 个 角 ,5 TÊ 
都 是 36°, 颜色 都 是 黄 
的 。 

说 不 一 样 , 也 对 。 
一 个 大 ,一 个 小 跟 。 

在 数学 里 , 这 个 
矛盾 就 能 解决 了 : 这 
两 个 五 角 星 是 相似 
的 ,但 不 是 全 等 的 | 

АЖЖ Ф, 
一样 "有 时 表示 全 
等 ,有 时 表示 相似 , 有 
时 表示 某 些 方向 有 共 
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|5) Ао 
在 数学 里 说 全 等 ,得 满足 三 条 : 
一 .从 I 组 公 T (自己 和 自己 全 等 一 一 反 身 性 ) 
—А]#гАЛА[,Й ЛАД 4] (ЖЧ) 
=А][гАП,А^АДеА ШШ, Аж ЛА (FÊ 
性 ) 
在 数学 里 ,说 相似 也 得 满足 三 条 . 


=,А{%ФоАП,АД va , 2 1 о А 

要 是 在 某 个 集合 里 ,规定 了 2 个 元 泰 之 则 的 菜 种 关 
系 满足 这 3 条 , 便 叫做 "等 价 关系 ”"。= SF 295107 
关系 。 

两 个 数 用 9 除 余 数 相同 ,叫做 模 9 同 余 ,这 也 是 一 个 
等 价 关 系 。 | 

> 、< 和 /都 不 是 等 价 关 系 。 在 集合 之 间 ,E 和 GC， 
也 不 是 等 价 关 系 。 

有 一 个 等 价 关 系 ,就 可 以 分 类 ,彼此 等 价 的 属于 一 
类 ,这 叫做 划分 等 价 类 。 

日 常 所 说 的 "一样 ”含义 的 变化 虽然 很 多 ,可 是 不 管 
用 在 什么 地 方 , 本 奈 上 是 等 价 : 

第 一 ,一 个 事物 总 应 该 和 自己 一 样 . 

第 二 , 甲 和 乙 一 样 , 那 乙 和 甲 一 样 ;，- 

第 三 , 甲 和 乙 一 样 , 乙 和 内 一 样 , 那 和 和 内 一 样 。 

不 满足 这 3 条, “一样 "这 个 词 就 用 得 不 恰当 。 

回 到 开始 的 笑话 上 来 。 我 们 认为 两 个 字 是 一 样 的 ， 
实际 上 是 把 字 分 了 类 :不 论 大 小 ,是 毛笔 写 的 ,钢笔 写 的 ， 
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п Е, 05, я еде BA A E], ВЛ — Ж 
口 一 类 的 ,算是 一 样 的 ! 


ЈУ ЈАН З Л ЈА ДЦ 


现在 有 10 个 苹果 ,9 只 管子 ,要 把 苹果 装 到 管子 里 ， 
尔 就 不 可 能 使 每 个 管 里 只 装 1 个 苹果 ;至 少 有 1 个 管子 ， 
里 和 面 装 了 2 个 或 者 更 多 的 竺 果 。 

这 也 就 是 说 : 甲 集合 的 元 素 比 乙 集 合 的 元 素 多 , 那 从 
甲 集 到 乙 集 的 映射 , 决 不 可 能 是 一 对 一 的 ! 在 乙 集中 ,一 
а 定 有 这 样 的 元 素 , 它 同时 被 甲 集中 的 2 个 或 者 更 多 的 元 
у 系 所 对 应 。 
还 可 以 这 样 说 :把 许多 东西 分 成 许多 类 ,要 是 类 数 比 
с 人 们 把 这 个 显而易见 的 事实 叫做 抽 层 原则 。 它 也 叫 

_ 做 铝 笼 原理 .邮箱 原理 和 重叠 原则 。 


这 么 简单 的 事 谁 
不 类 道 , X Ef А IF 
N RHE MN, HRRK 7 
不 起 的 样子 。 


о | ы; ЖЕ н ЇЇ ЖЖЖ 
oy = _ 个 村 庄 有 400 


ЛУ FAH RE ЛА NY 


人 ,他 们 中 总 会 有 2 个 以 上 的 人 在 同一 天 过 生日 ,这 是 什 
么 道理 呢 ? 

道理 就 是 抽 居 原则 。 把 一 年 365 天 ,当成 365 
居 , 把 400 人 分 放 到 365 THEE, RA EHRE EEE 
个 人 。 

我 国有 10 多 亿 人 口 ,你 能 不 能 肯定 :总 能 找 出 1 万 个 
人 ,他 们 的 头发 根 数 一 样 多 ? 

道理 仍然 类 似 。 人 的 头发 不 到 10 万 根 , 把 10 多 亿 人 
按 头 发 数 分 成 不 到 10 万 组 ,总 有 一 组 ,人 数 超过 万 和。 
不 这 样 , 加 起 来 就 不 到 10 亿 o 

也 许 你 觉得 上 面 2 个 题目 太 简 单 了 ,那么 ,请 看 下 1 


你 能 把 44 张 纸牌 分 装 在 10 个 信封 里 ,使 每 2 个 信封 
里 装 的 牌 不 一 样 多 吗 ? 
答案 是 不 行 。 你 只 要 计算 一 下 
О+1+2+3+4+5+6+7+8+9—<7 
便 可 以 回答 这 个 问题 。 
下 面 这 个 问题 更 难 一 后 : 
在 边 长 为 1 т, 5 个 点 ,求证 其 中 总 有 2 


个 点 ,它们 的 距离 不 超过 


要 解决 这 个 占 题 : ше, 
把 正三 角形 分 成 4 个 一 样 有 的 小 
正三 角形 ;第 二 步 , 证 明 在 正三 
角形 内 任 取 2 点 ,它们 的 距离 
不 会 超过 小 正三 角形 的 边 长 。 
利用 抽 居 原则 ,这 5 个 点 必 有 2 点 在 一 个 小 正三 角形 


"ооз =", „+ „экы "‏ 
دلا ےد "و و ا 


н SL. س ا‎ 


内 ,而 在 一 个 小 正三 角形 内 的 2 点 ,它们 的 距离 不 会 大 于 
边 长 。 也 就 是 不 大 于 原 正三 角形 边 长 的 十。 


思 ж 题 
1. 求证 :在 圆 内 任 取 7 个 点 ,其 中 总 有 2 点 ,它们 的 距离 不 超 
过 圆 的 半径 。 把 7 改 为 6 呢 ? 
2. 从 1.2.3……100 这 100 个 数 中 , 任 取 51 个 ,其 中 必 有 1 个 
是 另 1 个 的 整数 倍 ,为 什么 ? 


N FI RR НО XERE 


伽利略 的 难题 


ДЖЕ Е. 16 世纪 ~ 17 世纪 的 意大利 物理 学 家 。 他 
УАВ ЖЕМ, 至 今 是 物理 教科 书 的 重要 内 容 。 可 
征 , 人 很 多 人 个 知 亿 ,他 曾经 提出 过 一 个 非常 有 意义 的 数学 
J êlo 


司 题 就 是 :是 自然 数 多 了 呢 , 还 是 完全 平方 数 多 ? 
要 知道 , 目 然 数 
1.2.3.4. 5 ЗР 


гт] “| ~ 


1.4、9、16、25.…… 

也 是 无 穷 无 尽 的 。 这 两 忠 无 穷 无 尽 的 数 , 能 不 能 比较 它 
1787 25/26? 

2 A SK ХЕ “ХАВ НУ) 1. FIREH ГЕ А 
月 | J 问题 ,并 试图 去 解决 它 , 真 不 愧 是 一 个 思想 解 
放 的 伟大 科学 家 。 他 那 时 是 这 样 想 的 : 

一 方 徊 ,在 前 10 个 自然 数 中 ,只 有 1,49 三 个 平方 
效 ; 在 前 100 个 自然 数 中 ,只 有 10 个 数 是 平方 数 ;在 前 1 
万 个 自然 数 中 ,只 有 100 个 数 是 平方 数 …… 可 见 ,完全 平 
方 数 只 是 自然 数 的 很 少 的 一 部 分 。 在 前 100 万 个 自然 数 
中 只 有 1000 个 平方 数 , 只 占 0.1% , 而 且 到 后 来 还 会 更 


少 。 


可 是 ,每 个 自然 数 平方 一 下 ,就 得 到 一 个 平方 数 ;而 


Pr 


全 23 


123.45. 
ПЦ 一 个 对 一 个 ,一 凡 也 不 少 蚜 | 

ПВА 1 9 了。 他 疫 有 找到 解决 的 办 法 ,把 这 
个 问题 留 给 了 后 人 。 

你 看 , 俘 利 略 的 思考 是 很 具体 、 很 细 徽 的 。 可 惜 ,他 
在 考虑 这 个 问题 之 前 ,没有 确定 一 个 标准 :什么 叫做 一 样 
和 多? 什么 叫做 这 一 堆 比 男 外 一 堆 多 ? 

连 个 标准 都 没有 ,怎么 能 得 出 正确 的 解答 呢 。 


ЖЕКЕШЕ 


康 托 尔 的 回 洛 


舍利 覆 提 出 的 问题 ,并 疫 有 受到 人 们 的 重视 。 大 家 
似乎 认为 :无穷 多 和 无 穷 多 的 比较 ,是 一 个 没有 意义 的 问 


o 


200 多 年 之 后 ,人 德国 数学 家 康 托 尔 创 立 了 集合 论 , 并 
日 重新 研究 了 无 穷 集 之 间 元 可 题 。 
康 托 尔 吸取 了 伽利略 在 这 个 问题 上 的 失败 教 芭 


下 子 抓 住 了 问题 的 关键 :什么 叫做 2 个 集合 的 元 素 一 梓 


多 ? 

回答 只 能 有 一 个 :能 够 一 一 对 应 就 是 一 样 多 ! 这 个 

答 ,其实 连 原 始 部 族 的 人 也 知道 。 不 过 ,他 们 是 用 一 一 
н жаа er nt 
准 ,推广 到 Xo 

有 人 觉得 ,比较 有 穷 集 的 大 小 有 了 两 个 方法 :一 个 方法 
是 一 一 对 应 ; 男 一 个 方法 是 数 一 数 。 其 实 , 数 一 数 , 也 是 
一 一 对 应 。 

为 什么 呢 ? 你 看 小 孩子 怎样 数 革 果 : 当 他 喊 着 ”1 的 
时 候 , 用 手指 指 住 1 TER RT 的 时 候 , 又 指 1 个 ,这 人 不 
是 把 苹果 和 数 一 对 一 地 对 应 起 来 了 呆 。 所 以 ,判断 2 个 
有 穷 集 的 元 素 个 数 是 否 相 等 ,只 有 一 个 方法 :看 它们 能 个 
Yo 


康 托 尔 认为 :看 两 个 无 穷 集 元 素 是 不 是 一 样 多 ,标准 


AG. 
НЕ 


HIR FEF 


也 只 能 有 一 个 ,这 就 是 看 它们 之 间 能 不 能 建立 一 一 对 应 。 
能 建立 一 一 对 应 ,就 应 当 承 认 它 们 是 一 样 多 的 。 
有 了 标准 ,事情 就 好 办 了 。 
每 个 自然 数 肩膀 上 添 一 个 小 小 的 2 MEM SFR 
数 。 自 然 数 和 平方 数 之 则 就 有 了 了 明显 的 一 一 对 应 天 系 : 
е We с 
122° 3° 4 和 
我 们 只 好 承认 : 目 然 数 和 完全 平方 数 一 梓 多 | 
伽利略 也 许 想 不 到 ,他 的 问题 的 党 案 , 竟 是 如 此 的 简 


单 。 
是 呀 ,很 多 问题 , 当 我 们 知道 了 它们 的 答案 时 ,都 似 
平 变 得 简单 了 。 


也 许 你 对 康 托 尔 的 答案 不 服气 , 因为 完全 平方 数 不 
过 是 全 体 自 然 数 的 一 部 分 ,而 且 是 很 小 很 小 的 一 部 分 , 难 
道 整 体 可 以 和 它 的 很 小 很 小 的 一 部 分 一 样 多 吗 ? 

你 尽管 反对 , 康 托 尔 却 满不在乎。 

他 心平 气 和 地 回答 :无穷 集 可 以 和 它 的 一 些 子 集 建 
立 一 一 对 应 ,这 没有 什么 奇怪 。 这 正 是 无 穷 和 有 穷人 不同 
的 地 方 ! 你 既然 同意 把 一 一 对 应 作为 一 祥 多 的 标准 ,就 
不 应 当 反 悔 呀 。 反 悔 也 可 以 ,只 要 你 能 提出 比 一 一 对 应 
更 合理 .更 有 说 服 力 的 标准 。 

可 是 , 谁 也 提 不 出 更 好 的 标准 。 

只 要 你 想 问 两 个 无 穷 集 的 元 素 是 不 是 一 样 多 ,就 得 
引进 这 惟一 的 标准 ,就 只 好 承认 由 此 而 来 的 .和 我 们 的 习 
惯 不 符 的 怪 现 象 | 


自然 数 和 完全 平方 数 一 样 多 ,你 党 得 是 件 怪事 。55 
是 ,怪事 还 多 着 了 呢 。 

根据 能 一 一 对 应 就 算 一 样 多 的 标准 ,许多 出 乎 意料 

J 怪事 出 现 了 。 

照 我 们 直观 的 想像 , 有理数 要 比 自然 数 多 。 因 为 ,在 
数 轴 上 ,有 理 数 密密麻麻 ,到 处 都 是 ; 自然 数 稀 稀 拉 拉 , 哪 
有 有 理 数 多 了 呢 | 

实 上 ,可 以 把 有 理 数 排 成 一 队 . 


先是 0, 然 ПЕ +1, #3 负面 是 + 2、+ 5,0 а ХЕ 


+3. +1,% ч = + 4. к-г + 万 、 + 亏 ,然后 是 + 5、 


+ 二 ,下 面 是 +6、+ 志 、+ 各、++ 子 、 圭 分、 


你 看 出 这 种 排队 方法 的 诀窍 了 吗 ? 

要 知道 ,有 理 数 都 可 以 写成 既 约 分 数 ,而 分 数 有 分 子 
和 分 母 ,我 们 把 分 子 分 母 相 加 , 得 到 1 个 子 母 和 , 子 母 和 
小 的 ,站 队 站 在 前 面 , 子 母 和 大 的 ,站 在 后 面 。 这 样 一 个 

一 个 ,我 们 便 把 全 体 有 理 数 排 成 一 队 了。 

排 了 队 , 报 数 ! 1、2、3、4…… 上 顺 次 和 自然 数 一 对 一 地 
对 应 起 来 。 这 就 证 明了 :有 理 数 看 来 声势 浩大 ,其 实 没有 
什么 了 不 起 ,不 过 和 自然 数 一 样 多 雪 了 | 


к» 


六 你 


学 数学 


按照 一 一 对 应 标准 ,三 角形 中 位 线 上 的 点 ,和 底 边 上 
的 点 一 样 多 


АЈ 55,184 875-12; 


那么 ,毫米 线段 上 的 点 , 岂 不 是 和 无 限 长 的 直线 上 
的 点 一 样 多 了 吗 ? 是 的 ,确实 一 样 多 1 

还 有 令 人 更 为 惊奇 的 呢 ,按照 一 一 对 应 的 标准 , 竟 能 
得 出 这 样 的 结论 :随便 多 么 短 的 线段 上 的 点 , 竟 和 整个 平 
面 上 的 点 一 样 多 ,和 整个 空间 里 的 点 一 样 多 | 


J 


因为 这 些 不 符合 直观 印象 和 忆 


1 了 许多 人 的 攻击 , 连 他 的 老师 元 朗 南 格 都 


的 集合 论 


久 有 导 服 ,他 在 激烈 的 论 


/ 


激烈 地 反对 他 。 可 十 ' 康 托 小 


TED RE 了 精神 病 


成 中 择 卫 上 自己 的 正确 驳斥 ,直到 


ШЕЛ" 


л 
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随 着 时 间 的 飞 泊 和 科学 的 发 展 , 康 托 尔 创 3 


ы 
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大 你 学 数学 


无 穷 集 的 大 小 


刚才 ,我 们 知道 了 :密密麻麻 的 有 理 数 ,和 稀 稀 拉 拉 
的 自然 数 一 样 多 ;小 小 一 段 直 线 上 的 点 ,和 无 边 无 际 的 宇 
出 空间 里 的 点 一 样 多 。 

是 不 是 所 有 的 无 穷 集 里 的 元 素 痢 一 梓 多 呢 ? 要 是 统 
统一 样 多 ,无 穷 集 的 比较 也 就 没有 意义 了。 反正 都 一 样 ， 
还 比 什 么 呢 ? 

有 趣 的 是 ,偏偏 不 是 这 样 。 例 如 一 上 段 直 线 上 的 护 ,就 
比 全 体 自然 数 多 。 也 就 是 说 , 谁 也 不 能 把 一 段 直 线 上 的 
| _ 点 ,一 个 一 个 地 排 成 队 , 使 它们 和 目 然 数 一 一 对 应 起 来 
т ЕН Лем, 06230 — 5А LE AREF 
и IR: 


л 1 


。 | 我 们 马上 就 能 指出 他 的 错 训 

ы 假定 这 段 直 线 长 为 了 我 们 可 以 把 а mw ao с 加 
个 一 个 地 从 这 上段 线 上 挖 择 。 要 是 所 有 的 所 都 排 在 这 个 队 
伍 里 了 ,那么 ,我们 就 能 把 这 个 线段 控 得 什么 也 不 番 | 


RRR ват a 的 线段 ;第 二 


步 , 挖 挥 长 为 二 Ө | ,包含 了 a 的 线段 ;然后 是 包括 аз 的 、 长 


| за 


Et ТЕЖ 2I (k4 $ 只 挖 挥 包 合 


无 穷 焦 的 大 小 


Е о 
因为 不 论 n 多么 大 ， 
үл, 
4 8 16 32 
所 以 ,即使 把 а.а, < а» se 
长 度 还 是 不 会 超过 方 , 剩 下 的 点 还 多 着 呢 


ОА, аааз 这 一 列 数 中 疫 有 包含 线段 上 所 
Во 

我 们 就 这 样 否 定 了 把 线段 上 的 点 ,和 自然 数 一 一 对 
应 的 可 能 。 它 们 不 是 一 样 多 的 | 

很 明显 ,线段 上 的 点 不 会 比 目 然 数 少 。 因 为 我 们 可 — 
以 很 容易 从 中 取出 一 些 来 和 自然 数 对 应 。 结 论 :线段 上 | 
的 点 比 自然 数 多 | оо 

有 没有 一 个 无 穷 集 , 它 的 元 素 最 多 最 多 , 比 任何 集 的 
元 素 都 多 呢 ? 

回答 是 没有 。 任 何 集合 4, 它 的 所 有 的 子 集 的 数目 ， 
总 比 4 的 元 素 要 多 。 这 是 康 托 尔 的 一 条 有 有名 的 定理 。 

无 穷 多 的 等 级 是 无 穷 的 。 没 有 最 大 的 自然 数 ,也 没 
有 最 大 的 无 穷 | 

研究 无 穷 的 比 科 相 运算 的 数学 , 叫做 起 限 数论 。 最 
小 的 无 穷 集 就 是 自然 数 集 。 
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集合 的 思想 ,原来 是 极其 平凡 而 又 非常 简单 的 东西 。 
这 里 面 ,没有 复杂 的 公式 、 美 妙 的 曲线 、 难 解 的 方程 ,新 奇 
的 图 案 。 它 平凡 得 使 人 不 注意 它 , 而 一 旦 注意 了 它 ,从 中 
И ВЕСНУ. 
طا‎ 盖 高 楼 大 厦 , 用 得 最 多 的 ,是 普通 的 砖 .石和 钢筋 水 
1. к. 


1 简单 的 东西 是 尿 料 ,而 尿 料 是 可 尽 做 风 各 种 各 梓 的 
| 成 品 的 ,所 以 用 途 最 广 。 做 成 了 成 品 ,用 处 固定 下 来 ,能 
“| 用 网 地 方 就 不 多 了 。 在 数学 里 ,集合 的 思想 ,一 一 对 应 的 
| 思想 ,以 及 其 他 基本 的 概念 和 公式 是 原料 ,所 以 用 处 最 
大 | 

在 现在 的 世界 上 , 人们 发 愁 的 不 是 缺少 高 精 尖 的 仪 
器 和 设备 ,而 是 能 源 和 原料 的 不 足 。 

在 学 习 中 ,特别 是 学 习 数学 的 时 候 , 有 些 同 学 往往 只 
重视 解难 题 ,学 技巧 , 找 绝招 ,而 忽视 了 基本 概念 .基础 知 
识 的 理解 和 运用 。 这 样 陷 入 题 海 ,即使 一 时 分 数 上 去 了 ， 
好 像 是 解 题 的 本 领 提 高 了 ,结果 却 是 沙 上 建 塔 ,不 可 能 很 


с 读 了 这 本 小 书 ,要 是 你 从 此 更 加 襄 爱 集合 ,并 且 重 祝 
| 琢磨 和 掌握 数学 中 的 基本 概念 和 基础 知识 , 那 将 是 一 大 
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帮 你 学 数学 


反 过 来 ,要 是 他 给 自己 刊 脸 ,他 就 是 一 个 目 己 刮 脸 的 
, 按 约 定 , 他 就 不 应 当 给 上 自己 刊 脸 。 

总 之 ,他 陷入 了 两 难 的 境地 :给 自己 刊 脸 不 对 ,不 给 
目 己 前 用 也 不 对 | 

像 这 样 正面 不 对 , 反 过 来 也 不 对 的 语 , 岂 做 悖 论 。 和 迟 
论 和 "白马 非 马 " 那 样 的 诡 论 不 一 样 。 在 诡 论 里 ,包含 有 
逻辑 上 的 错误 ;而 在 悖 论 里 ,我 们 却 找 不 出 什么 地 方 销 
了 | 

这 个 著名 的 理发 师 有 的 悖 论 , 定 类 国 避 学 家 、 数 学 家 区 
素 提 出 来 的 。 

这 个 悖 论 很 有 趣 。 可 是 , 它 和 和 集合 论 又 有 什么 关系 


人 们 常 说 ,数学 是 科学 的 基础 ,而 集合 论 又 是 公认 的 
现代 数学 的 基础 。 大 家 都 希望 这 个 基础 坚实 可 靠 , 干 力 
不 要 出 什么 问题 才 好 。 

可 是 ,就 在 集合 论 的 创始 人 康 托 水 还 健在 的 时 候 , 人 
们 就 发 现 这 个 基础 有 令 人 担心 的 裂缝 。 这 裂 颖 就 是 罗素 
100 
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个 独立 的 数学 分 支 。 这 时 , 德国 逻辑 学 家 弗 里 效 ,完成 了 
他 的 重要 著作 《算法 基础 /第 二 卷 。 在 这 本 书 里 ,他 以 集 
合 论 为 整个 数学 的 基础 , 搞 了 一 套 自 以 为 很 严密 的 理论 
体系 。 这 本 书 在 1902 年 付 印 之 时 ,他 收 到 了 罗素 的 一 封 
来 信 。 罗 素 用 一 个 悖 论 指出 :看 来 结 AT MIRATE, 却 
= ж Ла! 

当时 , 普遍 认为 ,满足 一 定 条 件 的 一 切 东 西 x, 可 以 组 
成 一 个 集合 。 至 于 是 什么 条 件 , 倒 没有 加 以 限制 。 这 也 
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Хе Ж НУ е ЛЕ? BEF BE — 5 е OE 018 
论证 明 数 学 的 理论 基础 是 和 谐 完 美 . 永 不 目 相 矛盾 呢 ? 

看 来 很 难 。 数 学 家 哥 德 尔 证 明了 : 想 证 明 一 个 理论 
系统 无 矛盾 ,必须 假定 一 个 更 大 的 理论 系统 无 矛盾 。 所 
以 ,数学 的 无 矛盾 性 无 法 在 数学 内 部 证 明 。 效 学 的 力量 ， 
只 能 在 它 广泛 有 效 的 应 用 中 表现 出 来 

实践 是 检验 真理 的 惟一 标准 。 这 对 数学 也 不 例外 

除了 罗素 悖 论 之 外 ,数学 史上 还 有 过 好 多 著名 的 迟 
论 。 

在 古 希腊 ,人 们 发 现 : 边 长 为 1 的 正方 形 , 它 的 对 角 
线 的 长 /2 ,不 能 用 分 数 表示 ,当时 就 被 认为 是 悖 论 , 叫做 
毕 达 哥 拉 斯 悖 论 。 那 时 候 , 人 们 只 有 有 理 数 的 知识 ,于 是 
就 把 /2 的 发 现 ,看 成 是 一 次 数学 危机 。 引 进 了 无 理 数 之 
后 ,这 个 悖 论 就 被 消除 了 。 

类 似 的 ,在 历史 上 还 有 过 “勇士 追 不 上 乌龟 "的 芝 语 
ER, “无穷小 的 数 是 不 是 0” 的 贝克 莱 悖 论 。 特 别 是 贝克 
莱 的 悖 论 , 对 数学 界 影响 很 大 ,被 称 为 第 二 次 数学 危机 。 
随 着 微 积 分 的 发 展 ,人 们 掌握 了 极限 理论 ,这 些 人 迟 论 也 被 
消除 了 。 

罗素 悖 论 比 数学 史上 的 每 一 个 悖 论 都 更 深刻 。 因 为 
它 涉及 到 数学 的 基础 ,引起 了 数学 家 长 时 期 的 大 争论 ,被 
称 为 第 三 次 数学 危机 。 

第 一 次 危机 ,促进 了 无 理 数 的 诞生 。 第 二 次 危机 ,加 
速 了 微 积 分 的 成 熟 。 作 为 第 三 次 危机 的 结果 ,一 门 新 的 
数学 分 支 , 公 理化 集合 论 建立 起 来 了 。 

这 三 次 危机 ,一 次 比 一 次 深刻 ,一 次 比 一 次 引起 了 时 
大 的 震动 。 可 是 ,每 经 过 一 次 危机 ,数学 的 成 就 更 加 泛 
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历史 令 人 袖 往 


焊 ,数学 花园 里 就 增加 了 更 多 的 奇 花 异 草 | 

效 学 ,这 由 古 老 的 科学 ,至 今 仍 是 生机 勃勃 ,正在 飞 
快 地 回 前 发 展 。 

集合 论 ,作为 数学 的 基础 , 它 和 逻辑 学 .语言 学 哲学 
相互 联系 ,并 肩 前 进 。 它 的 领域 正在 不 断 扩 大 ,许多 新 问 
题 , 有 待 新 一 代 的 人 们 去 解决 


А 考 题 

罗素 悖 论 在 数学 上 是 怎么 回 事 呢 ? 

某 些 集合 看 起 来 也 可 以 是 自己 的 元 素 。 比 方 说 :一 切 不 是 皮 
球 的 东西 构成 的 集合 ,这 个 集合 自己 也 不 是 皮球 ,所 以 它 应 该 是 自 
己 的 元 素 。 罗 素 定 义 一 个 这 样 的 集合 :所 有 自己 不 是 自己 的 元 素 
的 集合 组 成 的 集合 。 这 个 集合 是 不 是 自己 的 元 素 呢 ? 无 论 怎么 回 
Ж ,都 有 矛盾 : 

要 是 它 是 自己 的 元 素 , 它 应 当 是 “自己 不 是 自己 的 元 素 的 集 
А”, 

要 是 它 不 是 自己 的 元 素 , 它 应 当 不 是 “自己 不 是 自己 的 元 素 的 
集合 ” ,也 就 是 应 当 是 自己 的 元 素 ! 


